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NOTA
ALLA TRADUZIONE ITALIANA

Mi é parso che questo libro, scritto per i bimbi
inglesi, e del quale & stata fatta subito, appena esso
apparve, una traduzione tedesca (%), potesse riuscire
utile anche pei fanciulli nostri, a cui la scuola non
mi sembra offrire — piu che a quelli di cui digcor-
rono gli autori nella loro prefazione — molto aiuto
per la formazione di un utile e sicuro senso geo-
metrico,

Il libretto, sebbene semplice e di facile intelli-
genza, non & fatto per esser dato senz’altro in mano
al bambino; ma & prima di tutto un aiuto e una
guida per chi lo istruisce, ¢ contiene quanto & ne-
cessario introdurre in un primo insegnamento, al
quale si richiede di dare, oltre alle nozioni che non
si possono ignorare senza danno, anche I'abitudine
dell’osservazione e l’attitudine al pensiero scienti-
fico. Potranno percio giovarsene, insieme cogli in-
segnanti delle scuole primarie e cogli alunni dei
corsi normali e froebeliani, a cui sopra tutto io
pensavo facendo la traduzione, anche le persone

) Der kleine Geometer. Lipsia, Teubner, 1908,
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che, o non essendo obbligate a svolgere un parti-
colare programma, o anche non avendo avuta una
speciale preparazione all’insegnamento matematico,
desiderano iniziare un fanciullo a seri e proficui
studi superiori con un primo insegnamento essen-
zialmente domestico. B mio desiderio ed auguric
nel presentare il libro che esso aiuti a render
leggero e dilettevole ai bimbi 1" acquisto di una
seienza che non solo potrd essere per loro di im-
menso valore pratico, ma ancora divenire sorgente
di intensa e profonda gioia dello spirito.

Ho avuto conoscenza dell’opera nel suo testo ori-
ginale per cortese comunicazione del prof. Corrado
Segre, Vautorita del cui nome ha pure contribuito
a rendere possibile I’edizione italiana del libro. Del
suo interessamento in questa occasione, e del fa-
vore del suo prezioso consiglio nei dubbi e nelle
difficolta, voglia egli permettermi di rendergli qui
orazie vivissime. Desidero anche ringraziare i si-
gnori coniugi Young, che permisero la traduzione
del loro lavoro, fornendo anche gentilmente gli ori-
ginali delle fotografie, e gli Editori, i quali hanno
con grande amore dato opera a che il libro si pre-
sentasse tipograficamente nella migliore veste pos-
gibile.

Lursa VIRIGLIO.

PREFAZIONE
ALL’EDIZIONE INGLESE

Lo studio della Geometria nelle scuole primarie e
secondarie & reso assai difficile dal fatto che gli al-
lievi non hanno in precedenza fatto ’abitudine all’ os-
servazione geometrica. I’educazione da essi ricevuta
ha impedito, in luogo d’incoraggiarla, la loro ten-
denza naturale a un atteggiamento del pensiero
consono all’ambiente a tre dimensioni in cui si
svolge la nostra vita. La Gteometria piana &, in un
certo senso, pit astratta della Geometria a tre di-
mensioni, la cosi detta Geometria solida, ed ¢ piut-
tosto introdotta artificialmente come parte di un
sistema piu conforme alla natura. Uno dei motivi
per cui la Geometria piana ¢& stata per tanti secoli
considerata come uno studio a parte e da farsi
come preparazione allo studio completo della Geo-
imetria ¢ probabilmente il soccorso didattico che
ad essa veniva dall’essere possibile il disegno di
figure piane sul foglio o sulla lavagna. II metodo
di riproduzione dei disegni ha i vantaggi seguenti:

1) Non richiede speciali apparecchi.
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2) B facile ad insegnarsi e ad apprendersi, ri-
chiedendo soltanto attenzione ed esercizio.

3) Si possono rifare le figure quante volte oc-
corra, cosi che Vallievo, mentre acquista 1’abilitd
necessaria per disegnarle, si familiarizza insieme
colle verita che le figure rappresentano.

Sembra che appunto la mancanza, per la GGeo-
metria solida, di un metodo didattico soddisfacente
alle medesime condizioni, abbia fatto posporre lo
studio di essa fino a un periodo della vita in cui le
verita elementari riguardanti lo spazio e gli oggetti
golidi hanno gia perduto il loro primitivo interesse.
| si & venuti a considerare la Geometria solida
come uno dei piu difficili e astrusi soggetti mate-
matici di studio. Non la si affronta seriamente che
nelle scuole secondarie superiori e nelle Universita,
dove & svolta sopra tutto con metodi analitici. B
poi d’altra parte opinione comune che la Geometria
sia unicamente un soggetto di studio scolastico, e
che i fanciulli non lo debbano incominciare prima
dei dieci anni o anche pit tardi. (Noi abbiamo udito
<entenziare che sarebbe dannoso per un bimbo
« tormentarlo con la Geometria »).

La Geometria, cosl come noi Pabbiamo in mente,
aon & affatto un tormento: non ha necessita di aule
scolastiche né di lavagne né di particolari strumenti.
Non richiede neppure un insegnante provetto ne
forza il fanciullo a un’attenzione troppo prolungata
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B 'essenzialmente un soggetto casalingo e per la
prima eta (1). ‘ .

Se non si fa per lui un lavoro preparatorio, il ra-
gazzo di diecio pit anni, che incomincia laGeometria
a scuola, non ha alcuna nozione geometrica ele-
mentare, Non ha idea, per esempio, di ¢id che rap-
presenti un angolo o della grandezza relativa di
oggetti lontani e di come la si possa apprezzare.
D’altra parte le forme geometriche piu sefnplici, se
sono presentate a lui tutte insieme, importano ben
poco a un fanciullo decenne; egli non si divertira
molto a contare i vertici d’un cubo, a girarlo e ma-
neggiarlo, a farne per una dozzina di volte il mo-
dello e a ritagliarlo. E tuttavia, senza tali semplici
(f%.sercizi pratici, egli non avra mai veramente fami-
harg il cubo e le possibilita che esso gli offre di
verificare molte delle relazioni fondamentali che
costituiscono la Geometria.

L’ostacolo allo sviluppo razionale dell’idea geo-
metrica ¢ stato posto dalla mancanza di un metodo
sostituente il disegno della Geometria Piana. Il di-
segno di figure solide & troppo difficile : costruire i
modelli, che si limitano sopra tutto a modelli di
cartone, lo ¢ pure assai: ¢ inoltre ingombrante
relativamente dispendioso e richiede una continue;

B Trats . . . )
Mipng,‘; L‘g Lﬁjf’i;e(?utumt] 11_1@1:;&; variare da un fanciullo all’altro. Per espe
ne stra la Greometria diletta fanciulli di sette od nni, o pué
in qualche parte oceupare pi ’ di sette od otto anni, e pud

¢ 2 7 J ) i A . .
intelligenze varie. pa piacevoimente bimbi di quattro o cingue, di
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sorveglianza. Si pud sempre dare ad un piccolo
fanciullo carta a volontd, una matita, qualche spillo,
anche le forbici; ma non gia pasta, cartone e un
temperino. I metodi del presente libretto non ri-
chiedono altro materiale che carta, talvolta alcuni
spilli, una matita ed un paio di forbici: queste ulw
time veramente possono quasi sempre essere omesse.
I modelli e i diagrammi costruiti con questi sem-
plici mezzi sono, se fatti per bene, buoni e durevoli.
Quelli costruiti da un bimbo saranno naturahpente
imperfetti da principio, ma egli 1i puo costrgu‘e da
sé e ripeterli quante volte gli piaccia: e mt;yﬁo
non solo acquista U'abilith manuale, ma si famllm'
rizza colle veritd che egli sa essere rappresentate
da ogni modello. Appunto perché fa da sé egli non
riceve idee da un altro, ma impara per conto
proprio, e svolge cio che si puo chiamare il suo
senso geometrico.

In cio che si & detto & tutta la ragione e 1@ natura
di questo piccolo libro. Esso non & un libro di testo
che si debba studiare. Si spera che possa essere un
aiuto per 'insegnante o per una persona adulta la
quale desideri guidare e aiutare un fanciullo e non
dare semplicemente un insegnamento meccanico.
Servira anche al fanciullo stesso, dato il gran nu-
mero di figure. Molte cose nel libro sembreranio a
prima vista difficili; ma esse possono, debbg%g
anzi, essere omesse da principio e saranno pol assi-
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milate a una seconda lettura. I1 libro & fatto per
aiutare il fanciullo a lavorare e ad acquistare idee,
che, non prive d’importanza al momento in cui egli
le acquista, saranno pit tardi per lui di un valore
incalcolabile.

Per i bambini molto piccoli bisognera limitarsi
alla costruzione delle figure del rombo, del trian-
golo isoscele ed equilatero, della sfera del cubo,
del tetraedro, dell’ottaedro, ecc. I blmbl potranno
tagliare i modelli gia dlsegnatl nel modo indicato
0 in qualunque altro modo conveniente, e riunire
le figure e le loro parti a formare dei solidi nuovi,
contare delle loro figure i vertici, gli spigoli, le tacme
e notarne le posizioni rispettive. In tal modo, e forse
in tal modo soltanto, pué chiunque acquistare quelia
sicura familiaritd colle forme e le posizioni che co-
stituisce il cosi detto senso geometrico. Uno scolaro
pit grande potra fare molto di piu: disegnare o pie-
gare i modelli da ritagliare, seguire i ragionamenti
€ appropriarsi i metodi usati in modo da applicarli
alla trattazione di casi diversi. Fra i concetti geo-
metrici elementari ¢ da notarsi che la nozione d’an-
golo e la retta interpretazione di quello a cui esso
serve si puo solo acquistare a grado a grado. Nel
presente studio introduttivo della Geometria la co-
struzione di modelli d’angoli e le misure accurate
fatte con essi, le suddivisioni d’angoli, specialmente
di angoli retti, le « dimostrazioni con piegature »
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dei teoremi relativi agli angoli di un ‘?riang(’)lo ,SO?O
tutti aiuti destinati a facilitare la noz1one‘d ango ?‘
1 mezzi meccanici di misura saranno mggho ap_pnxf:e/f-
sati dall’allievo quando gia egli si sia eserclta;‘?
coi metodi pit semplici. T un fatto ben noto che; a
domanda « Quanto vi sembra grandei la 1un‘a-. i
provoca le risposte pilt disparate. « (ﬂapde (:oimt,«
uno scudo, come un piatto, come un vassolo, e(,(,.i:
Anche le persone adulte non golo non sanno qu’(,’t ‘1
parole adoperare per rispondere a tale dor?anda,:ii
neppure hanno in mente un concetto o un 1mma§,10
abbastanza netta di una cosa ¢he vedono cosi spfubﬁ
come la luna. Uno degli scopi' da_ ottenere (00
studio degli angoli ¢ di insegnarci a r"n;rolgere chfmi a-
mente domande simili sugli oggetti in mezzo a cul
viviamo e a rispondere alle no.stre dor_nande al;;1i3n3
approssimativamente o a capire le risposte che ¢
facciamo dare da qualcun altro. o
i da notare un’altra cosa. Vi hanno pI‘OpO'M/AOI]l
di Euclide che ognuno deve conosc‘ere, sappia 0 119
dimostrarle. Sono: — La somma di due 1at1 dloa U:n
triangolo ¢ maggiore del terzo lato. In un ‘c.rlt?jlhcijz
al lato maggiore & opposto 1’e.mg010 maggiol L 211
somma di due angoli di un trlang‘ololvale 1114»:.110I
due angoli retti. K il teoremg di ]'E’lt%gom,.———’ {e
prove di questi teoremi, nei disegni di Buclide, ¢ t}
pendono generalmente in modo af.ssolutoﬂ da?le um‘te
dimostrazioni verbali. Uno degli scopi di questo
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libro & stato di presentare queste fondamentali pro-
posizioni, per quanto era possibile, in forma tale da
poter essere ricordate o ritrovate con un metodo di
dimostrazione indipendente da ragionamenti fatti a
parole. Le dimostrazioni fatte con piegature di carta
possono essere ben condotte da fanciulli che non
riuscirebbero a disegnare una buona figura: e si puod
piegare piu e piu volte uno stesso foglio mentre
coi diagrammi cid che é disegnato ¢ disegnato e
non ¢’¢ interesse a passare sulle righe un’altra
volta. I essenziale, perché una dimostrazione me-
diante piegatura sia buona, di poterla ripetere, e
abbiamo percid evitato le dimostrazioni ottenute ri-
tagliando.

Riassumendo, adunque, gli scopi del presente li-
bretto possono essere stabiliti come segue:

1. Presentazione delle idee geometriche pri-
mitive.

2.. Presentazione in forma grafica dei primi
teoremi geometrici. :

3. Esposizione di metodi pratici che — non ri-
chiedendo a) né strumenti speciali b) né grande
sorveglianza c) né grave spesa o disturbo —. con-
ducano alla conoscenza degli oggetti piani e solidi

e delle relazioni che ne determinano le posizioni e
le forme.

GRACE CHISOLM YOUNG.
V. H. Youna.
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2 Prelininart

Per quanto grande voi immaginiate nna parte di
ancora  spazie ntorno ad essa, ©
siamo circondati dig uno spasio
{0 jufinito noi viviamo e stanno
tra conoscenza. b scopo

atorno alle forme di

spazio €’¢ sempre
noi dieiamo pereiv che
infinito. In questo spaz
in esso tutti gli oggetti a nos
della Greometria di ammaestraret 4
tti ¢ alla loro posizione relativa nello spazio.

questi 0gge
ola solido in

Voi siete forse avvezzi ad usare la par
an significato diverso da quello in cui e stato usato
pitt sopra: chiamate solido un pezzo di ferro o di
legno, ma Nnon Vacqua e certo non una nuvela. In
(leometria pero tubie le cose
amente al loro stato fisico, na 8010
in eni si pre-

intorno a nei — consi-

derate non relativ
riguavido alla forma ¢ alla posizione
sentano in un dato momento, considerate ciod solo
oceupano in quel momento ung data por-
o — sono dette solidi. Non ¢i importa

14 materia che costituisce un

in guanto
zione di spazl
pulla in Geometria del
oggetto; la forma di esso e |}
fosse fatto di una materia

i importa che Vog-

a sua posizione sareb-

bero proprio le stesse so
interamente diversa. Di pin non ¢
getto possa variare: a ogni momento una certa cosa
ha una data posiziene, uus data forma, una dafa

superficie, e noi non ¢l oveuplamo dei cambiamenti

che nelle posizioni o nelle forme di nuvole o di acque
enire in tempi foturt 0 s0n0 avvenuti nel

POSSONO avy
tantissime, ma non ¢ in Ge0-

passato: somo ©ose impor
metria che ce ne occupiamo.

Preliminar :
3

i oggetti che di soli
i ggetti che di solito noi scoglieremo di consi
derare 56 et g epted o N
| are sono oggetti rigidi, ebe non eambiano forma
da mome @ : / %
a mento a momento; talvolta pero troveremo cor
veniente parlare 61 oooelt o
" l'gfp{ui,m, di oggetti che si possono far cam
siare di forma, cosicehe si )  pensare per
5, cosicehe s potra s
i § 4 s0lo  pensare .
0881 A 006 8000 i i ¢ i
i m; ‘ ‘m., :mm In an istante particolare e mmaci
wmrhy drrigiditi nella f i . in
ta forma che hanno all’i i
rarli irriy hanno allistante
el prendiame a considerarli e
fn realt) » le gos bi
o g t.a tubte le cose eambinuo eol tempo, perfino
le duare tre e il ferro. 1 . |
. 1;1{%11@ e il ferro. La Geometria non & 1a storia
det mondo che el attornis " inten.
: ttornia, ma un  ainte i
, , uf e 3
derla e seguirla. e e nten
Le superficie degli i i
. y .])(/I ficie degli oggetti intorno a noi dividono
8pazio i > parti ; ) |
]} a o in due parti: Vinterna e Vesterng alla su
wirlicie R y o ! 1 alla ®i-
;i ' de i cul sl tratta. Noi stessi sinmo all’esterno
daelia superficie di
superticie di nna palla, di i i
et R wia sedia o di que
| superfic . ua-
ungue oggetto che stinmo guardando .
Non si dev : '
t 0 iuz deve neanche pensarve clie noi siamo all’in
terno della superficie di ‘ i »
o ella superficie di unaw casa, perche Vinterno
della saperficie dell & ’ tho or.
SUpe : della casa ¢ dentro 1 me 1
! , nattoni che for
manoc le sue pareti e ni T: } ohia.
‘ le sue pareti e niente affatto ¢ivp che noi chia
miamo usuals i ul in
amo usnalmente Vinterno della casa. Nuolla che si
sa. Nualla che sia

all’inter i a dat j
. o di wna data superficie pud mai ginneers
al suo esterno senz: aperficie
senza passare atfraverso lg ipi
: , 80 la superfiei
U estern passa) saperficie
i’{‘;f pure, se non passa per la superficie, nolla dal
st 10 puo giungere all’interno. La porzione di
spazic interna s 48 icie f ata un vols
1 e interna a una superticie & chiamata nn volume
{i Sl ! l . ‘ q i ! ) Es 220 / X i
oe che questo ¢ Hmitato dalla superficie




+ retia
LA LINEA RETTA.
§ 2. Costruzione di una iinea vetta. — Dren-

dete un pezzo di carta e piegatelo per bene in modeo
da avere una bella piega diritta: guesto & ¢ib che
noi chiameremo wna vige di
carta, Non avete bisogno di
altra riga se ne avete ung
di carta fatta bene.

Ora appoggiate la vostra
riga sopra un foglio pulito,
prendete la matita (gnardate
¢he abbia una bella punta
aguzza) ¢ fatela scorrere
lungo il margine della rig:
di carta (8g. 1).

Togliete ora lariga e guar-

Fig. 1. date ¢iv che avete disegnato.
Awvete disegnato una linea retia.

Aprendo la riga di carta, vedrete un segno diritto

dove Pavevate piegata. Il segno assomiglia perfet-

tamente al vostro disegno, ¢ forse goltanto un po’
piit largo, per lo spessore del foglioc di carta: con
nn foglio pit sottile la pilega non apparirebbe cost

larga. Analogamente la linea a matita SarH Qrossa

La lineq relta a

se la matita non aveva una bella punta, e, se tempe-
riamo meglio la matita, condurremo una linea pit
sottile. Quanto pitt sottile @& il segno della matita
tanto migliore sara Ulmmagine da nol ottenuta di
una linea retta. Abbiamo pilegata la carta longo una
linea retta.

Non costruiremo pero wmal una linea vetta vera o
dizsegnandela o facendo una piega drifta nel pezzo
di carta, ma costruiremo una imagine o un modello
di linea retta atto ad aiubarei a pensare la linea
retta stessa, appunto come il disegno di an albero
ci ainta a ricordare come Palbero e fatto o come la
fotografia di gualcuno che non abbimmeo mai visto
el da un'idea di come egli sia.

Guando jo dico « disegnate una linea retta », in-
tendo dire prendete la riga e la matita e disegnate
un qualeosa che sl approssimi il pite possibile a una
linea retta: troverete che non vi rinscira di farlo cos
bene al principio come lo tarete pin tardi. Non avrete
la mano ben ferma e ¢l sara qua ¢ 13 una piceola
inegunaglianza nella linea vetba vostra, ma cio non
vi fmpedird di pensare a una retta senza inegua-
glianze, anche se non prendiamo la gomma e non
sancelliamo la linea rifacendola meglio. Ancora, la
vostra matita non sard aftilata quanto € possibile e
disegnerste una linea un po’ grossa, ma questo non
impedisce di ifmmaginare la linea priva interamente

dilarghezza, Conviene di saper pensare nna cosa senza
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vederla sempre innanzi a se. Forse, se chiudete gh

ocehi e pensate alla linea retta, non vi sara difficile

immaginarla lunga ma niente affatio Jarga. FPotete

disegnare la linea pint sottile e migliore se, come &

mostrato nella fig. 1, temperate Ja matita a lama

anzich® a puanta e, rigando, tenete la parte platta
della grafite lungo la riza.

Non potrete mail disegnare senza fare delle linee,

ma le linee di un disegno non sono sempre relte.

Una lnea non vetta ¢ detta linca

cwrea se non & composta di fratti

di retta rivniti insieme. Mi potete

disegnare una linea composta di

tratti di retta disegnando lungo la

Fig. 2. vostra riga di carta per un pezzetto,

poi cambiando la divezione della

riga e partendo colla matita di dove avevate smesso.

TTna tale linea vien detta talvolta una spezzata. Potete
disegnarmi una curva senza riga affatto, per esempio
facendo un grande O sul foglio colla matita (fig. 2). La
curva piit semplice ¢ U0 perfettamente rotondo o civcon-
ferenza. Mettendo sul foglio un soldo e girandogli at-
torno colla punta della matita se ne puo disegnare
ana. Un eandeliere, un ealamaio, o un altro oggetto
simile col fondo rotondo poggia su una circonferenza,
che possiamo disegnare nello stesso modo, girando
intorno eolla punta dells matita. Segnato un numers

Lo linea refta

gualsiasi di panti, si pud sempre riunirli mediante
una linea enrva o una spezzata (fig, 3), ma se i

punti non sono posti conve-

nientemente , non con  una E
tinea retta. Ni puo condurre

wna linea vetta per due punti e Pig. 3.
se ne puo condurve una soltanto. L
Verifichiamo questo : segnate doe punti ¢ ehiama-
tell A e B (fig. 4): vedrete c¢he ¢’¢ una sola maniera
di piegare la carta eosi che A e B stiano entrambi
sulla piega. Si pud fave un’altra verifiea con la vostra

riga: vi sono due modi di disporla cost che il suo

margine passi proprio sopra i punti 4 e B:in un
cago la rviga sta fra vol e i punti, nell’altro oltre
guesti @ nei due casi il margine ha la stessa posizione,
¢ la vostra matita segna tutte e due le volte Viden-

\_4 8‘1 .
B
!

Fig. 4.

tiea linea. Quando nol verifichiamo coll’esperienza
ehe una cosa ¢ sempre vera (come abbiamo trovato
ora che possiamo condurre una retta e una sola per
due punti) esprimiamo ¢io ehe abbiamo trovato in
una frase che viene detta assioma, Feco il primo dei
nostri assiomi.
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ASSIONA 1 Due punti determinanc una ed una solo
vetta passante pev essi ;o in altre parole : Due punti
determinano solamente wna linea retta.

Lia retta che avete disegnato non termina in A4 o
in B. potete farla lunga cowme la riga, e, spingendo
innanzi questa, in modo che una parte del suo mar-
gine giaccia lungo la linea digegnata ¢ vada poi
oltre. potete prolungare ancora la vostra vetta: se
il foglio non & abbastanza largo, potete ingrandirlo
ingommandogliene un altro aceanto e continuare la
retia sul secondo foglio. Pev guanto lunga abbiate di-
sogiata una retta potete sempre continuaria. Percib &
pitt esatto chiamare quella linea che avevate dise-
gnata dapprima un segmento o nna porziene di retta,
0, come talvolta divemo, un trafto. Be avete vsato le
lettere A e B per indicare i punti estremi del tratto,
questo viene detto il tratto o il segmento AB; si puo
anche dive la retta 4B se non ¢’ lnogo a confusione:
ma di solito la vetta AL indica il segmento AB pro-
lungato o volonta oltre 4 e oltre B,

Quando 1o dico « Congivngete A con B », intendo
« Disegnate il segimento A5 », se voglio che facciate
la vetta pitt lunga, dird « Prolungate AB ». Potete
proinugare A% o dalla parte di A o dalla parte di B
o da entrambe le parti. e voglio che lo prolunghiate
oltre B, diro « Prolungate AB nella direvione AB »,
ciot nella direzione che da A va in B e poi avanti
(fig. 5 {1]). Se voglio che il segmento sia prolungato

Lo linea veitu &
oltre By dird « Prolungaie AB nella divezione BA,
eioe nella direzione ehe va da B in 4 e proceds

[fig. 5 [2]) e, finalmente, se voglio il segmento prolan-
gato da ambi gl estremi,

dir « Prolungate AR nelle 1 2 = !
" . . L A B
due divexioni o nei due sensi» 2 ” \ 2
i3
(figc. & 130, La vetta deter-
Wig. 5.

minata dai doe punti 4 e B
¢ Ia Hnea retty AB prolungata nelle due divezioni
tanto guanto si vuole ¢ ¢he si puo immaginare ancora
sempre prolungata, o, come 81 suol dire, & la linea
veltta infintta. Una tal linea si pud immaginare eon-
dottn fra una qualungue coppia di punti 4 e B, anche
s non esiste alenna riga abbastanza Tonga da rag-
giungere B parvtendo da A, Per esempio esiste nna
¢ una sola retta eonginngente un punto delln luna
con un punto del vostro ocelio e prolungantesi dietro
a vol tanto quanto vi piace e cost dall’altro lato olire
la luna. Bebbene nessuna riga possa andare da 4 a B
& nessuna mabita possa disegnare tale retta, ¢’8 qual-
cosa che prende il posto della matita e disegna la
retba senza soccorso della riga: questo gualcosa e la
Ince lnnare,

La laee 81 propaga in linea retta da qualanque
puito, e voi potete scorgere la luce della lona solo
se nulla & interposte in linea retta fra la luna e voi.
Uunando guardate la luna, la luce procede lungo il

tratto congiungente ogni punto nella lnna con un
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punto del vostro occhio: questo tratto & lamineso e
il resto della retta oscuro, ma esiste ugualmente,
Se non el siete a fmpedirle il cammine, la luce da
quel punto della luna va oltre il taogo dove eravate,
e, 8¢ pon ¢l fosse aleun altro impedimento, tutta Ia
linea, eccetto la parte al di 1a delia luna, sarebbe lu-
minosa, cio¢ sarebbe laminosa wna semivetta, wmentre
Ualtra semiretta rimarrebbe osenra. Una tale semiretia
useente da un punto qualanque e prolungata quanto
si vuole sempre nello stesso verso & spesso chiamata
W raggio proprio nel senso in en si paria di un

raggio di luce,
Una stella appare come un punto e tutti i raggi
di luce che partono dalla stella sono semirette di luce
passanti per il punto. Nelle

stesso modo se io prends gua-

A

lungue punto, se per esempio
ne segno uno sul foglio di carta
¢ lo chiamo A, esistono guante
\ st vogliono ser

stte o raggi
uscenti da 4 e si dice che for.
mano wna stella, Potete dige-
gnare aleune di gueste linee sul foglio colla matita e 1a
riga(fig. 6) e aleune di esse giaceranno fuori del foglio,
come la linea che conginnge 4 eol vostro oechio.

Fig. 8.

I evidente che due veite non possons avere pii di
wn punto comune, dato che due punti determinano
una sola retta passante per essi. Se due refte passano

La linea refta 14

entrambe per un punto 4, s1 dice che A4 & il lovo
punto @’intersezione, cioé il punto in eni Vuna taglia
Paltra. Se disegnate due rette che si intersecano
avrete an’imagine di punto migliore di qualunque
macchietta possiate segnare. Come la vera linea retta
noi e lavghezza, ma solo lunghezza, 6051 i vero punto
aon ha né larghezza né lunghezza.

ESERCIZ10.

Disegnare due copple di rette che si tagliano e conginn-
gere i loro punti dintersezions. Fare la stessa cosa piegando.

Se tre punti 4, B e € sono tali che ¢ stia sulla
tinea retta AB, si dice ehe essi sono in linea retiu,
Vedrete che & spesso molto importante cercare se
tre punti sono o no in linea retta. Segnando tre
punti a caso si pud essere abbastanza sicuri ehe non
giacviono in linea retta. Sipuo verificare o piegando
o mediante la riga.

ESERCIZIO.

Preso un soldo, disegnatevi intorne un eerchio. Segnati
su di esso due punti opposti () 4 ¢ B, eongiungeteli, poi me-

() Colia parola opposti non si vuol dire altro se non tali ehe 3! tratto
che 1i eongiunge passi nella parte mediana della figara, Per esemplo, se
A & preso dalla parte dolla capigliaturs de! Re, si prenda B dalla parie
del suo collo. Del resto queste indicazioni sono date solo per comodita

#i disegnoy la proprieta di L, M, N di giacere in lines reiia non dipende
atfatto dalla particolare posizione dei sei punti seelti sulla circonferenza,
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gnate D ed # sol cerchio da parti opposte del segmento 48
;1*{&;*!&(*{&‘? ora O in mezzo fra 4 ed F, sempre snl cerchio,
D ed F opposto, a meszo fia DeB:
disegnate i1 segmento D F che
tneontra A B in L, BC ed FF che
sl incontranc in A CDe AF che
si incontrane in N, Fate ora ve-
dere, o colla viga o plegando, che
L. M, Nsonoin Hinea vetta (fg. 7.

Quando tre punti A4, B e
£ glacciono in Jinea retta, O

Fig, 7. Co A ) P,

puo gracere nel segmenty A B

O sul prolungamento oltre A o sl prolungamento

oltre B nel primo easo si dice che € giace Jra A
£ B {fig. 8 {171, nel secondo

4 ¢ B s
S \
caso A giace fra B e ( P - .
L : 3 o A7, >
thg. 8 {21, nel terzo & ” = - )
glace fra A e C (fig. 8 [3]). P—

vt cordicella tesa, won
attaccata altro che ai suoi estremi, giace lungo une
pefiie.

Prendendo un pezzo di cordicella con gualeosa di
pesante legato a nno de’ snei capl e appendendols
per Paltro, essa verri mantennta tesa e rappresen-
terd percis una lunea retia : si chiama una retta per-

ficale. In qualungue laogo sia appesa la cordicella,
essa prende una e una sola posizione ; pereid da nna

¢ una sola verticale., Pep ogni punto passa wna  sola
rettu vevticale. Se prendete nna pallina o qualunque

1l piano (1

piceolo oggetto che s DPOssa pensare come rappre-
sentante abbastanza bene i punto, ¢ o laseinte
andare, esso cade ango Ia verticale finche ragginunge
il suolo,

Gli spigoli delle pareti di una casa dally strada
al tetto sono rette verticali, e tali song pure gl
spigoli di una stanza dal pavimento g soffitio ; se
aon fosse cosi, Ia casa quasi certo cadrebbe, quan-
tunque possa stare in pledi se 1o scarto dalla verti-
cale & piceolo, come sapete che sta in piedi 14 torre
pendente di Pigy, sebbene non verticale,

Per prima cosa un uratore si accerta ehe metie
t mattoni verticalmente 1'uje sull’altro, e per eip
egli non si fida dej Suo occhio soltanto, ma s Serve
di uno SPAZ0O con un pesetio attaccato, desto o «a
piombo : egli 1o appende cost che i peso stia proprio
vieino alla parete, senza APPOZZIAIVISi : e cost o
Bpago sta tutto lungo la parete sempre alla distanzy
che rappresenta 1o spessore del peso, i mattoni H0110
SOVrapposti verti almente ; se no devono venir cqm.
biati di posto cosi che le pareti stiano certamente
salde.

IL PIANO.

5 3. Costruzione dj un piano., — g, superficie
del fogliv su cui abbiame disegnato le nostre liriee
¢ detta una superficie piana o brevemente wuy prano ;
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0, pitt propriamente, ¢ una parte o porzions di piane,
cost come la linea che avevate dizsegnato da prin-
cipio ora solo una parte di tutta Ulnfinita linea rvetta,
Ogni porzione di piano pud essere estesga non in ana
direzione sola, come un raggio. o in doe come una
retta intera, ma nella direzione di ogni porzione di
retta giacente nella porzione di piano, peichd & la
proprieta caratteristica del piano che ogni vetie weente
due punti nel piano giace interamenie nel piano.

Potete estendere il vostro piane ingommando al
primo foghio un secondo, e, se non badate alle ine-
guaglianze, avrete una porzione di piano piit grande.
Tenendo il foglic in mano, potete sospenderio in
varie posizioni, e vi dard porzioni di piani tutti di-
versi di cni elasenne ha una determinata posizione
nello spazio,

Una delle pitt gyandi porzioni &i piano a euni po-
tete subito pensare o il pavimento della stanza: le
pareti anch’esse sono porzioni di altri piani. 1 pa-
vimenti e le pareti delle case degli altri sono costi-
tuiti i porzioni di pilani diversi, ognuno dei quali
ha la sua posizione fissa nello spazio intorno a voi.
B ognuno di gquesti plani si poo immaginare di con-
tinnarlo pensando prolungata in tutta la sua lon-
ghezza ognuna delle sue rette.

truardando un muratore costruire una parete dritta,
vedrete, come gia abbiamo netato, che egli in prime
lnogo pone i mattoni verticalmente DUuno sull’altvo

Al pians 15

mediante il file a piowbo 1 Ia superficie delln parete
contiene allora tutte le verticali passanti per i suoi
punti: questo non basta per costrnire la pavete plana:
sarebbe anche vero per le pareti i una torre vo-
tonda, le cui pareti

. S AR
nen sono piane, Ve x\\\x W%

drete che il muratore ; ﬁ%‘
H i,,/"

fissa per due punti ‘f} \::1 1 : = s
un pezzo di spago ﬁL_! : I 2 { : ] ] : I -
nella divezione in coi ] , | | I 1 { I I I ; I :
viol costruire la pa- 7T 1 I I T
rete e dispone i mat- Fig. 9.

toni  lungo  guello
spago (fig. 9). Via via che la parete si eleva, egli
sewpre fissa lo spago alla sna sommits e bada che
glaeeia lungo la parete quando & teso: ghi ¢ che
ha bisogno che i mattoni, addossati Vuno all’altro.
diano una saperficie piana da ambe le parti, & sa
che una cordicella tesa giace Tungo una retta. Se 1o
spago non giace lango il muro, questo non ¢ piano,
quanfunque contenga tutte le verticali come lo at-
testava il filo a piombo, ma se lo spago giace esat-
tamente sulla parete, troverste che ogni altro SPAgo
teso fra due punti qualsiensi di essa vi giace pure, ¢
081 la saperficie ¢ piana. Un tal piano & detto pians
verticale.

DEFINIZIONE. — Dicesi piano vevticale wn piano

contenente una vetta vertieale,
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Avrete osservato che non si dice nella definizione
che un piano verticale contiene guante si vogliono
rette verticali: questo non e necessario. o

Troverete che un piano contenente nna vertionle
contiene tutte le vertieali che passano per i);‘;‘iiﬁn(‘}
de’ suoi punti. In nna definizione noi cerchiamo di
non dir mai pitt del necessario, )

Pev wna vetla wverticale passano quants s vogliono
piani verticali. o .,

Segnato un punto 4 (fig. 6) sopra un foglic di
eaita, e condotte sul foglio per quel punto delle
rette, prendete un altro foglio, e tenetelo verticalmente
in mbdo che passi per 4: la superficie piaua del
toglio contiene allora la verticale pa,ssante- per A, s
lo 81 pad far girare in modo che esso passi smf%iﬁt
vamente per ciascuna delle rette che avevate dise-

gnato. Cosi ad ogni vetta passante per A nel primo

(f'ngz’/i(: corrisponde uno ed un solo piano verticale pos-
‘sanfxe per A e contenente le yette (1), .

Be avete un bacino d’acqua tranquilla, e adagiate
con cura i1l prime foglio, quello su eni avevate dise-
gnato le rette, sul ]m]o dellacqua, la saa superficie

(Y [ Notu per Pinsegnuntel Nelle Matematiche m\ps;z‘mri \z ,‘}:%i?|l;
pereid che il numero delle reste passanti per un pum‘,o & eguale wf mi
mero del piani verticali passant! per un puanio, Quila 5}3:*0}1& .< numwfs >
& usata in un senso pit ampio del solito: i} numero di cui sl n‘mm ap—
partiens alla classe del cosl dotsi numeri uiansfi.lm,f. "L’ade.ez ‘dem? & ot
spondenza — {1, 1) —, a cul & qgui iniziato il principiante, & ana corri-
spondenza di grande importanzs.

1L pricinn
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sara wno piane orizzontale e le vette s dicono rette
orizzontali. Determiniamo retie o piani verticali me-
diante i filo a piombo per determinare le votte ¢ i
pilani orvizzontali adoperiamo atqua o gualehe altro
lquido. Le superficie dell’ acqua tranguilla ¢ wn piano
izeontale. La superficie della tavol la dovrebbe essere
un plano orizzontale, eosi eche il vostro foglio quando

e disteso sulla tavola dovrebbe ave re una superficie
orizzontale, Appoggiando sulla tavola un vaso d’acqgua
a fondo piano, potete vedere se Pacgua vi ha dap-
pertutto la stessa profondita; se e¢id non aceade la
tavola non & orvizzontale : alzando una delle gambe
o pit d'una, la si puo disporre perfettamente oriz-
zontale,

Mettendo adagio adagio una gocein G acqua sopra
una tavola orizzontale, essa non deve Boorrere ;. ma
se la tavola non & perfettamente orizzontale, la goceia
va git dalla parte in eui la tav ola & pin hdcm

!! pavimento ¢ il soffitto della stansa 800 (0 dovreb-
bero essere) piani ovizzontali : ;e pareti sono (o dovreb-
bero essere) piami verticali,

E facile osservare che le cose che determinano
piani erizzontali sono Pacqua e in generale i liguidi,
mentre era stato detto che in geometria nulla cf
importa della materia che costituisce i vari oggetti.
Gli ¢ che i concetti di verticate e orizzontale non
SOnO panto necessari in geometria : & solo conveniente
introdurli come ausiliari, e noi 1 useremo sempre,

L Youse, Geometria,
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se xompete Uoggetio di vetro o il candeliere vi sari
possibile vedere dei punti che prima erano all'in.
terno.

Tutti gli oggetti che ¢i attorniane sono corpl solidi,
Ciog won hanno superficie soltanto, ma anche

interno,
Talvolta hanno superficie ohe non possiamo vedere
per intero senza rompere Voggetto, come accadeva
per la palla di gommn : tali corpi vengono chiamati
eorpl cavi; pud accadere che di un COrpo
possa vedere

VO s
tutta la superficie, come ad esempio
diuna sfera cava piens di acrua colovata. Ma la pa-
vola cavo riguarda soltanto ia forma delly superficie,
Tutti 1 corpi, cavi o no, ¢
son0 corpl solidi,

he  vediamo  intorno a nod

UIn foglio di cavta é un solido, In cui superficie &
formata dalle duae pagine su cui si disegna, che sono
parti di piano, di due piani diversi quantunque viei-
uissimi, e dalle piceolissime superficie che costitui-
seono §margini del foglio. La forma di questo & gquella

di una lastra o di un mattone molto molto sottili.

Un altro oggetto della stessa forma ¢ un ordinario

¢ detta paral-

superficie & composta di
un eerto numero di porzioni di plane

pezzo di sapone da cueina. Tale Jorma
lelepipedo  vettangolare : 1a

conginnte in-
sieme e chiamate le fueer del parallelepipedo. (he
08’¢ questo margine (g, 11)? F wna linea
meglio an tratto o segwento di retta, I
so00 detti vertie/ del varallelepipedo :

retta, o
suoi estremi
porremo  loro




I
i

11 prans

le lettere A4 e B, come abbiano gid fatto altra volia,
e chiamevemo lo spigolo AEB. Quali altri spigoli ¢
sono in alto del parallelepipedo ? (72 guello che ap-
partiene anehe alla sna parte posteriore, di cul chiame-
remo gli estremi O e 1), ed esso sard lo spigolo 0D ; pol
¢’é lo spigolo in cui la facein

o c! . . . .
a ,’}B snperiore incoutra quelia di
A R G ‘ sinistra: questo ha un estremo
Yo in A e Paltro in D, & lo spi-
E 7

golo AD. Lo spigolo in cui
la. faccia superiore ineontra
guella di destra & B0, Questi sono tutfi gli spigoli
della faccin saperviore, i vertiei sono 4, B, ' ¢ D.
In 4 la faceia superiore incontra Panteriore e guella
a mano sinistra, vale a dire nel vertice 4 si incon-
trano tre facee. La faccia in alto incontra una delle
altre due, Vanteriorve, lungo la retta AB, Valtra in
A D, e queste due rvette hanno, come gappiamo, un
anico pnnto d’intersezione, cioe 4. C'¢ un altro spi-
golo passante per 4, ma guesto non giace nel piano
dei primi due, non sta sulla faceia superiore del pa-
rallelepipedo: ¢ la retta in cui si incontrano ie altre
due facce passanti per 4, Vanteriore e quella di si-
nistra: un suo estremo & A, diremo F Valtre. I tre
spigoli EA, AB ¢ AD &incontrane tutti in 4 : sono
cagei della stella dei raggl passanti per A, ogm
coppia di essi giace in un plano a cui non appartiene
il terzo.
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SBe ora chiamiamo I, ¢ ¢ H gli altri vertici che
: in basso del parallelepipedo vedete che i
0 non si e omesso vertice alcano. In tutto guanti
vertici vi sono? Ve ne hapno otto: 4, B, ¢, D, E,
P, &, H, ano per ogni punta del parallelepipedo.

Dovete ora contare quanti sono gli spigoli. Quattro
sl fondo, quattro alla sommita ¢ guattro dal basso
ail’alto, dediel in tatto: 4B, BO, 0D, DA, EF, F,
GH, HE, e AH, BF, 0G, DIl

Agginngendo al numero del vertici il numero delle
facee, quanto si ottiene %

8- 6 = 14. B ora di quanto questo nuwmern snupera
guello degli spigoli? di 2 12 4 2 = 14.

Vertiei 3 Spigoli 12
Facce 6 2
14 14

Un’altra volta dird qualcosa di pin su questo.

Quelle considerate non sono le sole rette che =i
possono conduarre sulla superticie del parallelepipedo
congiungendo due vertici: in alto possiamo econgiun-
gere L e (/5 la vetta AC non e uno spigolo: analo-
gamente non & uno spigolo B, wma appartiene alla
faceia superiore del parallelepipedo e congiunge due
vertici. Vi hanno due di tali linee in (:ia-smnm delle
facee del parallelepipedo, ¢ vengono dette le diago-
nalt delle facce. Quante ce n’é&? Due volte seil, do-
diei diagonali delle facee.
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Vi hanno ancora altre rette congiungentl i vertici,
oltre i 12 spigoli o le 12 diagonali delle facce. Tali
rette non stanmo punboe sulla superficie del paralle-
lepipedo, ma passano nellinterno e sono dette le
diagonali di esso. Tre di esse sono AG. BH o DI
Posso mostrarvi la DI se, appoggiando un coltelio

Fig. 12,

lungo la diagonale DB dslla faceia superi{)rfi. t;::glif
dritto attraverso il parallelepipedo lungo gli spigoli
By e DH (fig. 12),

Vedrete ora che abbiamo oftennto tatte le vette
congiungenti due vertici: sonsiderando i1 vertice 4,
contate quante ce ne SoN0 passanti per esso: d(é‘if‘}l?i;
essere sette, perche sette sono | vimanenti vertiei:
sono i seguenti:

AE spigolo:

AC diagonale della faccia superiore ;
AD spigolos

A spigolo; ‘

AF diagonale della faccia anteriore;
AG diagouale del pa rallelepipedo;
AH diagonale della faccia a sinistra.
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Nello stesso modo si possonoe cercare lp rette pas-
santi per ognuno degli altri vertici, e vedere che
cos’e clasenna di esse,

03 somo due oose fmportanti da notare : — due
facee chie s’incontrano hanmo in comume una retta,
tre facee che s’incontranc hanno comune un punto,

Potete essere del tutto certi di questi due fatti,
perche essi sono veri di qualwique coppin o terna
plani,

Dwe piani che si incontrano hanno comune yna vetta,
ehiamata la lovo vetta dintersevione o & imcontro,

Tre piant i quali s'inconirano « due a due hanio
i comune wn unico punto, detto il lovo punto dinter-
sezione,

Abbiamo nominato 1 vertici ognuno con una let-
tera e gli spigoli con dae: come chismeremo le
facee ! Le possiamio nominare ognuna con  quattro
lettere, una per ognuno de’ suoi quattro vertici, ma
non ne abbiamo bisogno di tante. Tre lettere Dba-
stano 1 ABC & il piano passante per i punti 4, B, ¢
ed & la faccia superiore e passa per [): noi DOS-
slamo guindi nominare tale faccia in diversi modi :
ABC o ABD o BOD: ognuno di questi grappi di

4

tre punti determina il piano passante per essi come
il piano della faccia superiore e non come un pianc
diverso.

Juesto non & vero solamente delle facce del nostro
parallelepipedo, ma di punti ¢ di piani quall siensi,
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Pyata una retta AR e un punto ¢ non posto sun di
sa, esiste wno ed un solo piano che contenga lo velta
il piano ABC. Potete, se vi piace,
immaginare che un foglio di carta {0

iz gqualungue altra porziene di plano;
B ¢ venga appoggiato ecol suo marging
lungo 4B e ruoti intorno a tale refta
fino a venir a passare per

1l piano conterra allora ogni retta che conginnga ¢
4B, in particolare con-

¢ il punto, cioe

con un punto qualsiasi di
terra le rette AB, BO, (A, Questo ci assienra che
non ¢’é aleun altro piano per la retta A R e il punto O,
perché se ei fosse, esso avrebbe in comune col nostro
piano pit di nna linea retia.

Analogamente passa wn solo piano per tre punti A,
B, O; ¢ passa wuin s0lo piano per due vette che si ta-

gliano AB ¢ AC.

% 4. Cilindro € cono. — Rammenterste che ab-
biamo detto che mnon soltanto sopra uba superficie
composta di porzioni di piano si poteva disegnare
ana linea retta; dicevamo che si poteva digegnare
ana linea retta su un vaso da fiori.

Pensate al tubo di vetro di una lampada ('), ha

esso pure una superficie sn cui & possibile condurre

1y Veramente le forme dei tubi da lampada sono molto variabili. La
costruzions aveurata i un cilindro & indicats pift innang,

)
<
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una retta: una tale superficie & detta cilindrica, e
conica quella del vaso da fiori: o meglio la prima
& nna porzione di superficie cilindrica e Paltra una

T
f
)

[

!

B
Wi . . 3 Y . P D
Pig. 14, Disegno del taglio o pleghe per formare un eilindro.
porzione di s ficie coni ichi
1 ione di superficie conica, poiché queste superticie
s0n0, come il plano, infinite.

Costruzione di una superficie cilindriea. — Pren-
cifet,e un pezzo di carta, goardando che abbia un mar-
gine rettilineo. Se non Vha, plegate il foglio lungo
liIlsz retta BD: pol fate combaeiare nua [’)i(,;»(ﬂ'?l& }z;ﬁ;é
fh:lla piega col rimanente in wodo che si adatti pm:
bene e premete forte: la nuova piega vi dari n’nrla
retta, AEB nella figura 14. Allo stesso modo piegate
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il piano
ngo 0D dall’altra parte del foglio. Dobblamo ora
conginngere AB con (D: per questo taglinte la

carta come nella figura 14, con delle aperture longo
AB e delle linguette sporgenti da

OD sotto cul possa ripiegarsi la
parte d’orlo superfina. Abbiate cura
che le piccole fenditure di AB e
le traverse partenti da O si cor-
! rispondano : piegate ora i lembi
lango le linee punteggiate e intro-
ducete le linguette nelle aperture
appiattendo le parti piegate. Ve-

E drete che vi e venuta una super-

l ] ficie eilindrica ben salda, simile

i alla fig. 15, nel cul interno si pos-
\\\_L Jh gsono vedere le partl che erano
" . state piegate aderenti al rima-

nente.

i possibile disegnare sulla superficie cilindrica una
retta per ogni punto, wma non pin di ana, dall’alto
al basso.

Vi ha dunque differenza dal piane sul quale, come
abbiamo visto, potevamo segnare per uu punto un
nmmers gualsiasi di rette.

Costruzione di una superficie coniea. — La si
puo costruire nello stesso modo di prima; golo un

Il prano 90y

po’ pin difdeile d'introdurre le lingnette vicino
termine appuntitc V della superficie.

T

b

o v - H
Fig. 18, Disegno del tagli e delle pieghe per formare un cona

Il disegno piano & dato nella fig. 16 e il modello
costraito alla fig. 17 a. Per ogni punto, che non
sia V., della superficie conica si pud condurre una
e una sola retta, la quale passa per 11 vertice della
superficie : ¢’¢ guindi un solo punto dl essa, il ver-
tice, dal guale si pud condmire sulla superficie un
numero gualunque di rette. Vi & differenza dal piano
e dalla superficie cilindric:

2o

La superficie del vaso da fiori & parte d'una sn-
perm',m conica; il vertice ¢ stato tagliato, e Poggetto
poggla sopra una base piana. Immaginando prolun-
gate le rette sul vaso da fiori, s’incontrerebbero nel

o
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vertice della superficie conica, in un punto DPO8Lo
sotto i1 fondo del vaso. Analogamente, data {{zm
qualungue porzione di superticie comica 0 cilindrica
non avete che da immaginare prolungate le vetie su

di essa per ottenere una porzione it grande.

vede, prolungando le rette della ysuperﬁcia”xronim%
oltre il vertice, che essa consiste di due ?mrm e:guafi.l
a quella che noi abbiamo eostruita, vonginnte Qp:‘ar“;i
vertice soltanto e dilatantisi alle 4;111(: ﬁﬁﬂ‘e}il‘w:z zﬂu
un’apertura che diviene sempre pu\i jlzu‘ga via via
che ei si allontana dal vertice (fig. 176).

I pravo A

£ 5. Divisione del piano mediante una retta. —
Disegnate sl vostro foglio di carta una vetta pro-

-
7

lungata nel due sensi finchie ¢ posto s chiamate A

e B 1 punti in cul Ia retta incontra i margini del

i1

ghio. Se ora tagliaste il foglio lingo AL, esso re-
sterebbe diviso in due parti
distinte. Diciamo percio che la
vetta AB stessa divide il piano

A

in due parti, e parliamo dei
vunti giacenti dalla stessa banda
di AL, come P e nellafig, 18: P
entrambi giaceiono in una delle &
parti, ma non. proprio sulla
AE: un punto R mnell” altra
parte s dice che giace dal-
Ualtra o dallopposta banda di
AB. Congiangendo P con (), B

il segmento 70 non taglia AF; g, 18,

ma, se congiungiamo P con £,

il segmento PR tagliera certamente A B. T vero
che la retta FQ taglia la AB, pero il punto din-
tersezione non giace fra P e . Se imaginiamo
la retta AB prolungata nei due sensi e il pianc
esteso tanto gquanto vogliamo, sard. ancora vero che
it piano ¢ diviso in doe regioni dalla retta. Noi sa-
remo quindi autorizzati a parlare della retta come
avente due bande, e ¢id riguardando come infiniti
cost il plano come la retta : due punti quali siensi da
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wne banda della vetta sono congiuntl da wn .wg;zw;fm
che non taglia I retta, ¢ il segmenlo .s?m,:giu'ngéfwe n?u,{f
punti ad axbitrio delle due bande della vedta ~z‘;7’,1;guzzm’z,
sempre le vetta, Si potrebbe pmls'&re‘: Mw\ iu’;’(wiu lg
stesso per ogni superficie su cni si puo dissgnare
upa retta: ma non & cosi. Non ¢’ ¢ che da pensare
alla superficie cilindriea o alla superficie mn.io:‘,x.‘ )
ITna reita AB su talli superficie non le divide in
due regioni. Se vogliamo dividere la superficie ailin-
driea é‘z: due regioni, dobbiamo tagliare prima lungo
ana refta e poi lungo un’altra: il primo taglio da
solo non divide in due parti la superficie. Se pren-
diame su di essa due punti P e ¢, npon possiamo
songiungerli mediante una retta se essi non giac-
¢iono su una retta della superficie; ma i possiamo
songinugere mediante una linea curva g.zji.;m@l}tﬂ é%i,lllfl
superfieie, ¢ la possiamo segnare senza tr&glmm AB.
Questo si pud vedere facilmente: quando la super-
ficie cilindriea venga tagliata lungo AH, essa

pub

essere sviluppata sopra un piano, e, se allora si di-
3 N frN e § ;~ 5],"'.‘

segna la retta ¢, e si torna ad arvofolare la su p()z

ficie rvionendo i due margini tagliati, la retta PQ

diverra sulla superficie cilindrica vuna curva che con-

giunge F ¢ ¢ e non incontra 45.

Lo stesso avviene per una superficie conica.

Angoli .

ANGOLI.

§ 6. Definizione. — Se si conducono comunGue

dne semirette (8 2 AB e ACQ da un punto A,

81
dice che o

: formano wn angolo (g, 19). Il punto 4
81 chiama rertice dellangolo, AR ¢ A€ sono detti Lty
dell angolo. Chia-

miamo questo P'an- .
golo B A O, met. A—=aZZZ
tendo in mezzo il
nome del vertice e

dalle dune parti il nome di an punto sopra un lato.
Se I & un altro punto della semiretta A B, e 0 della
semiretta A ¢, PAGQ & an aliro nome dellangolo BAC.

St dice che la semiretta 4B forma 'angolo BAC
colla semiretta A€ nel puanto 4.

Un angolo, analogamente alla superficie di un og-
getto solido, ha una parte interna e una esterna. Se
tagliamo il piano lungo i lati dell’angolo, il piano
viene diviso in dune parti, come avviene quando ta-
gliavamo Jungo una retta intera. Tuttavia queste
due parti non pare che sianc, come nel caso della
retta, perfettamente eguali, una di esse » certo pin
piccola dell’altra. Nella figura 19 questa parte & trat-
teggiata. Questa parte, esclusi i lati dell’angole, dei
quali si dice che 1o limitane, chiameremo Uinterno
dell’ angolo, ¢ Valtra parte, esclusi ancora i lati del-

B Youxa, Geomelria.




Angoh

By
L

Vangolo, Uesterno dell angolo. e punti neil’internc
econginnti con un segmento

POSEONO  Bempre venir
dne punti al-

senza incontrare 1 lati dell’angolo, ©
Vesterno si possono riunire mediante doe gegmentl
pure senza ineonirare

aventi un estremo COWMURE,
Vinterno

lati, ma cio non & per due punti ane al
dell’angolo e Valtro all’esterno.

Quando parliamo di un angolo noi ce 1o fignriamo
generalmente col suo interno soltanto, come pensiaino
alla superficie di un golido col suo iuterno, add esempio
Se piegate la carta lungo AB ed AU
o tagliate o strappute via In
carta superflua, lasciando
solo due piccoli orli, come
9 pella fig. 20, ottervete un
buonissimo modeblo d’ wngolo
il quale presenta soltanto,

come dicevo pilt su, Vinterno dell’angolo 1y, Potete,
i dello stesso angolo,

heninteso, costruire vari mode
cambiando la lunghezza dei lati che lasciabe al mo-
dello; tale lunghezza non hw, per ¢iv che riguarda
1" angolo, importanza aleuna, m
non fare 1 lati troppo corti, cost da pote
¥ inclinazione delle due rette 1" una sull’ altra.

Ogni volta che voi guardate un segmento A B,

questo determina un angolo dol verbice nel vOstro

per una palla.

Fig. 20. Modello d'angolo.

a in pratica @ utile di
v veder bene

Jelly dlangolo rigaghiandolo in un

(1) 8i pud anche ot struire un MO
eguirlo bene.

toglin di carta 0 eartoneino, ma nog 3

o tanse facile ¢
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oeehio a‘!,e%,m,» Vangolo sotteso, rispetto al vostro oechic

da ;1]1;) gumf(thi* i raggl congiungenti il z‘n;»‘%ﬁm) ;uzqi\

eon A 1’\(0 fﬂil propriamente un punto del x”q;:sti’() o(ffcyinzl\'i

:;}I} AB) giacciono in un piano ed ocenpano l’zmu?j:

‘ (:3 az; (::ﬂ; ,;L,n;iob’ ljmagz‘olo fatto dai ragegi chs Vam:s@

o, d", f ;& questo Pangolo sotteso al vostro oe-
A AB.

EGUALE, MAGGIORE, MINORE.

oo
e [ i i
5 Rette eguall (segmenti sguall). — Di-
seghnte una retta o segmento PO, e, tenond bex
A . Rl . - (4] g A"{ j ) ke
ferma la riga di carta e 7 N
Yy . o r O
segnate su di essa due }1 "

. B

piccoll tratbi per P e ()
B > h
Eimossa poi la riga, ——-——

Iig

chiamate ls inbersezioni
dei ’E/mt}ii col suoi margini colle lettere A & B. Quand.
1(} 'f/f!]ﬁ ¢ disposta in modo che A poincida 0(@ Vi > / z‘;{";;n; I’U
&i dL(c che la vetta AB & sovrapposta alla ~;~@$m ?’(; -

| e 8€g7.]i§37£fi qualy siensi PO ¢ AB che p!}xS(;"m; i;@;’l;'”
,s;e)z?/r(.zppvsti si dicono delle stessa lunghezza «‘)’c zmi .
noi indichiamo cio hrevemente M’i‘iV:&‘i)dﬂ e

AP~ Pg.

Hi dice questo il principio di sovrapposizions

Potete notar ]
otete notare che le rette AB e PO si dicono so
viapposte che an N e
apposte perche sono disegnate su due perzi di carha
> 9] ) © 7
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diversi e, per quanto forte noi premiamo 1 due fogli
P ano contro Valtro, ci sari sempre aneora un po’ di
spazio fra le due linee. Ma noi possiamo HININAgINAare
di aver le due retbte senza aleun foglio a darei noia,
e allora possiamo porre il ponto A4 non su P, ina
in P, ¢ B non sw ¢, ma in Q; allora la refls AB
pon sard sovrapposta alla PQ ma coincidente con €55

Vedete ora che, come due rette aventi pii di un
punto in eomune coincidono, cosi due rette aventi pii
di un punto dell’ una sovrapposto ad wn punio dell altra
sono per intero sovrapposte.

Ora appoggiate 1a riga in qualche parte e fate seor-
vere Ia matita lungo il margine da A a B otteniamo
an’ altra vetta (an segmento), di eni ehiameremo gl
estremi € ¢ D. Sard

AB = 0D

poiche 4B era sovrapposto a CD.

Se separate la parte del foglio contenenie 0D da
quella su cui o disegnato P4, ¢ piegate la prima
lungo O, vedrete che & possibile soviapporre D
a PO ; percio

D = PQ.

Avete dunque trovato con effertive sovrapposizioni
che i due segmenti, eguali entrambi al segmento AB,
gono eguali Vuno all’altro.

Questo ci da un altro assioma:

Close equali @ U medesima sono eguali fra di loro.

wrale, maggiore, 1minere 37

) (,jlywsm' A8SIoma & necessario, pu:{:lnié non  possiamo
ffﬁzzz}>‘f'sf rimuovere un segmento e soveapporio ad u)
altre col guale abbiams bisogno di (:1‘;111}’0111;2;1{; {‘u:‘z
;juf“e \>a<>1‘10 necessarl gl assiomi seguenti, del{n Jt*ui
}féfivr/;: ¢l possiame facilmente persuadere ;ﬂ}:r feasiin
‘,H” '1 segmentl dei quali si tratta possonoc n;»‘;»:(*f*'/v COT-
\r’.&%ilH?hE?i‘*;!’l’é(}'llt(' spostati o misarati tutti con 1"1}”’t :
i, BOERY b STEs8
Se a cose
50RO eguall,
Cosl se

eqguali 81 agoiuneos i
guali 51 aggivngono cose eguali, © risultaii

AB = P
€ J :
: BC = (R,
10 (}(}uﬁbgii(ﬂﬁ!l?ﬁl

A = PR.

Se parti eguali s

parti eguali sono sofivaiic da cose eguwali, le rima

NENZE SOK0 equali. t ’ '"
Quindi se

£

N & PN i
¢ B giace fra 4 e C, P fra ¢ ed K, dove
, 3 ALE Y 8D

AC = PR,
allora v

' AB = PO,

| ‘(’J.‘!{%‘/@‘t-l assiomi non valgono soltanto per segwenti
@;3171-:411, ma per cose egunli di qualungue :’~:‘p;ci§’ él
qualungue modo ne sia determinata l’ei>"11;10’1i‘;1t;;'; "
‘ I mode in cui noi abbiamo <1iseg1mt(j il Z‘eomje .t
0 eguale al segmento PO @ m;m dei miwiorinii
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pratica. Vedete che mediante la riga di carta & possibile
disegnare wn segmento per qualunque punto (e i qua-
lungue divezione da C ¢ di wia lnghezza data ADB.

Se. in luogo di dare una direzione, cioe una semi-
retta useente da €, si fosse data una retta intera
passante per O, e si volesse su di essa tagliare una
lunghezza uguale ad AB, con un estremo in €, ve-
dreste che oi sarebbero due di tali parti, una in cia-
seung divezione.

o linea AB della fig. 22 ¢ o qualunque segmento
sonale ad essa si dice lunga un centimetro : il centi-
metro modello o campione & eonservato nell’ Uficio
internazionale dei pesi e misure, e su di esso s fab-
bricano le copie che vengono vendute dappertutto. B5i
o soliti dare la lunghezza di un segmento dicendo
<he esso contiene un certo numero di centimetri, se
non & molto lungo; altrimenti diciamo che contiene
tanti mebri: nn metro vale vento centimetri.

Se prolunghiamo il segmento OD in B e facciamno
DE eguale a P, il tratto O sard lungo due volte
P¢). Cosl possiamo colla riga di carta disegnare un
segmento lungo due volte un segmento dato. Analo-
gamente & possibile avere un segmento lungo tre o
quante vogliamo volte un dato segmento.

Maggiori e minori. — Disegnate ora due segmenti
guali siensi AB e ¢D. Da ¢, nella direzione O, co-
wruite OF eguale ad 4B. Accadra, o che F coincide

Eyuale, maggiore, ninore 49

eom [F oo che / giluce fra (e D oppure che [ glace
fra € ed K.

Se E coineide con ), sappiamo che AL ¢ U0 sono
eguali; se B stafra Ce D, sappiamo che 4B ¢ eguale
aana parte OF di OD (fig. 22«); diciamo allora che
AB ¢ minove di OD; se poi ) 4 P
sta fra O ed B, A non & eguale } (=)

a O o ad una sua parte, e di- © E D
ciamo che 4B ¢ pin grande di 2 F B \
D (fig. 228): in questo easo s j(%’)
L e E L L LR R 4 -
) J>) E

potrebbe sovrapporre la retta CH
alla AB, e D verrebbe allora a
sovrapporsi a un punto F di 4B, cost che O sia
eguale a una parte di AB e quindi minore di AB.
Dungue o AR ¢ sguale o O, o AB ¢ minore di D,
o AB ¢ wmaggiore di OD. Se¢ AR ¢ maggiove di (,‘H;
sarvd O minore di AL, /
Tutto questo vi parrd assai semplice, ma ¢ della
massima importanza, perche si ha abivudine di sex-

virsi delle parole maggiore o minere senza rendersi
esatto conto del loro significato, e troverete, an-
dando avanti nella Geometria, che le vostre idée di
r\smggiomnm o minoranza non erano sempre esatte.
E uno dei grandi servizi che la Geometria rende,
guello di mostrare con esattezza che cosa si intende
com certe parole familiari, e¢ perche lo si intende.

S & usato il prineipie di sovrapposizione per de-

terminare guale di doe segmenti disegnati sia mag-
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giore dell’altro: Diciamo in generale che una parte
di una cosa qualunque ¢ minore del tutto di cul essa
fa parte. Dieo — in generale, — perche non si puo
pitt dir questo quando abbiamo a che fare con cose
infinite. Sapete gid che cosa intendiamo per infinito:
la retta ¢ infipita, il piano & infinito; tali sono pure
la superficie cilindrica e la superficie conica. Una cosa
» infinita se non la possiamo costrarve come un tutto
ed & tale che, per quanto ne abbiamo ottenuta una
parte grande, possiamo ancora sempre ottenerne ana
pit grande.

Non diciamo che un raggio & lungo la meta di wno
retta: quando io adopero per il raggic Vespressione
semiretta non voglio punto intendere guesto: voglio
intendere soitanto che due raggi costituiscono una
vetta intera. Non vogliamo ora metterci a trattare
della lunghezza di retbe intere o dell’estensione di
gualunque cosa infinita. Questo appartiene ad un’altra
parte della Matematica, che ¢ anche importantis-
sima.

Noi ¢i occupiamo soltanto della lunghezza di linee
finite, cioi di segmenti; ¢ ogni qual volta io parlerd
della lunghezza della vetta AB intendero la lunghezza
del tratto AE; non parleremo dellestensione altro che
di eose finite, cose che possiate costrnire nel loro in-
sieme e non in parte soltanto. Di tale cose finite 1o
dieo, ed & un altro assioma: [1 futto & piie grande di
unG sua parte.

Cireolo 4

CIRCOLO.

§ 8. Costruzione della circonferenza. — Pren-
dete ana riga di carta e praticatevi con uno $1>ills>
dne fori, wno molto pin largo dellaltro. Guardate
ora che la vostra matita
abbiz una bella punta fine:
fissate collo spillo la riga al
foglio da disegnare attra-

Fig. 23, Fig. 24,

Come si disegna una civeonferenza,

verso il piceolo foro e segnate un punto facendo pas-
sare la matita per P"altro (fig. 23). Avebe ottenuto

m

sul foglio due punti uno ¢ segnato con un foro, un
altto A4 segnato con una maechiolina (fig. 24)’ & i1
segmento che 1l congiunge ¢ eguale al SG}IH"IEILT() COTL-
giungente 1 due fori della riga,
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Se girate un pochino la riga tenendo l‘fvmm Loy
spillo, e fate un altro @eg:m. otterrete un aliro g(;umu
come il primo, P, e il seginento che lo congiunge
col forelline € del fnnlm & eguale a quello congiun-
sonte A collo stesso forellino. Possiano costrnire in
:m .sto modo fanti punti guanti ne (!tﬁ‘si(it?l’}'ﬁ‘{*. uaq
ne esistono aneory sempre degli altri. Possiamo iu
qualehe modo ottenere tutti i punti nelle stesse 1@5>;1'
dizioni, tutti i punti le cai distanze dal foro ,amm
egnali a quella del primo punto? Se possiame farlo,
diciamo Vinsieme i tali punti il loro luogo. Bi pos-
cono ottenere tali punti con la pit grande facility
tenendo fermo lo spillo e facendo sporgere la qgmnm',
della matita dall’altro foro per tutto il tempo a.za.vm
fate votare la riga fino a farla tornare alla posizione
di partenza.

Guardate cid che avete disegnato: avete disegnato
una circonferenza (fig. 24), ogni punto di questa ha
la stessa distanza dal foro € che il primo puntg A
¢ vedete che nessun altro punto fuort di essa e z
gnella distanza dal foro. La chreonferenza & detta il
lwogo di wn punto mobile la ewi distanza dal foro ¢
sempre la stessa. Il foro & detto centro della civeonfe
renze. Questa & la definizione della circonferenza e
del suo centro. Un’altra maniera di disegnare ‘hz
shessa eirconferenza ¢ di tenere la punta della watita
ferma nel sno foro e farle givare la carta al disotto.

Facendo cosi, la punta della matita si sovrappone

Cireolo B

sucepssivamente a claseun pounto della circonferenza.
tyuesto si chiama far votare la earta, ciob farla girare
al modo di una rnota: e, mentre noi operiamo. la
circonferenza 81 muove proprio come wna ruota, ogni
suo punto giacendo sempre dove ne giaceva un altro
prima: si dice ehe lo circonferenza ruoia su se stessa
rimanendo fisso il suo centro.

DEFINIZIONE. — Ogni segmento congiungente il
centro con wn punto della civconferenza viene chiamato
wn suo raggio. Tttt © raggi di una civconferenza sono
eguali,

ESERCIZIO.
Disegnare una cireonferenza avenie per centro nn punto
arbitrazio (! e per raggio nn segmento dato P,
DEPINIZIONE. — Una velta condotta per il centro di
conferenza ¢ terminata su di essa si dice dia-
metro della civeonferenza, c¢iod nna misnra trasversale

41 essa, dal greco dia, a traverso, e smetron mwisuva:
diametro misure la larghezza della circonferenza
nella sua parte pit larga. Quanto & lango un dia-
metro della cireonferenza? Due volte il raggio. Quindi:
Putti i diametri ai une civeonferenza sono eguali.

Se piegate il foglio lungo an diametro di una eiv-
conferenza, le due parti di questa si sovrappongono
Pupa all’altra: perche? B che in tal caso il centro
sta sulla piega e ogni punto deve ripiegarsi sopra un
aitro che abbia la stessa distanza dal centro: ensi
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ogni punto della circonferenza poggia s un altro
punto della cireonferenza stessa. Lia civconferenza
viene quindi separata in due parti che, potendost so-
vrapporre, si dicono sguali, ciascuna & la meta della
circonferenza; e cost chiameremo OgNuIA delle parti
una semicirconferenza.

ESERCIZIO.

war veders che ogni circonferenza di centro C taglin in
un punto ogni semiretta o raggio uscente da ¢

Arvea del circolo. — Una circonferenza, come nna
retta o un angolo, divide il piano in due parti, Ma,
diversamente da c¢io che av-
viene per la retta ¢ per Uan-
golo, per quanteo grande noi
prendiamo nna porzione di
piano contenente la circon-
ferenza, nna delle due parti
rimane inalterata e soltanto
Valtra diviene via via pilt
estesa. La parte che mnon
sambia & tratreggiata nella
fig. 25: questa parte & rac-
chinsa dalla circonferenza, e prende, considerata n-
sieme eolla civconferenza stessa, il nome di circolo. L
circonferenza ¢ i1 limite della parte interna che si
chiama area del cireolo: ognl punto di esso non appar-
tenente al limite si dice che giace entro il circolo,

Ciyenln 45

mentre ogni punte dell’ 2o
> 0g nto dell” altra reg ‘ imi
e tant punto. E tra Iﬂ({g;ume, non sul limite,
e one giace fuori del cireolo.

Ogni punto entrs il cire i
. &1 151 ) ul‘m’ il cireolo giace su un raggio e ha
pereio dal ecentro distanza minore del rageio stesso:
.«' 1 - ST Y - > 4 ’ o S )
,fixullnwntt, ognl puntoe fuori del cireslo ha distanza
dal centro maggiore del raggio

2l o e ) *

Sim i Hidi il el
b metria. — 8i dice che il circolo & simmetrics
rispetto a uno dei suoi diametri: o

che il diamstro si comport: G
he ro si ¢ porta come uno specchio, e vi-
iutté un semicircolo sull’altvo. Se tagliate o pi'o rate
n‘ foglio Iungo il diametro e poi ;a,m)‘owvial;v il ;:n
;.a:uua di una parte su ano specchio, Sftti;t:‘,ﬁ(” in « zw;‘*o
]’;L!t%'{) semicireolo, e 1 due xcnnii:fmulh l’yl’ wri (iu
EOED l!l?él{.ﬁ’im,,‘, riflessa, ridanno insieme ii/ {iirmiuv o

(i)g;riez ogyetio suscstiibile di esser diviso in hd\m;.")ari‘i‘
i‘(ﬁm ‘c/u; siano come Uimagine viflessa U nna (Zf;il/'(;lng‘
81 dice simmetrico o avente simmetria. Guardate in t>‘ii;4;
per la stanza e ditemi se vedete delle cose iil m; 81
abbia la simmetria. In una persona si h; é;imm{;t{’i‘;
Ia; pm’:w destra ¢ la sinistra del COrpPO a;‘ono (m;z
}:7,&:';1;@;:111@ riflessa Vuna deli’aitra, Un orologio. m;?m;—/
fora, tfzz;i, bottiglia, un libro, molte cose cim ims&mm
@fsserm ouna stanza, sono simmetriche. Le »()ro%v
t;st?& dall’uomo sono simmetriche quasi sem;/)re'.xty*
tai{ O quast sono generalmente le cose che vr%{i«rﬁm:
cos1 un abete, una margherita, un tulipano, un (m&

un cavi j} 5
n cavallo. Un ciottolo della strada & ben di rade
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simmetrieo, & se lo & noi pensinin subito che esso ©
stato lavorato da qualcuno. o .

Oggetti come quelli che dicevamn =i dwmw ‘9?{
metriei vispetto al piano che si puo penmmiw come s,"s;m@-
taente la superficie dello gpecchio, Possiamo dire che
i1 wireolo © simmetrico rispetto a un niano 'r\ .
per un suo diametro; questo e w*ero:.se '}1()1 i';tu)'u‘zurm
chreil piano del circolo sia orizzontale, il plano m‘sp@im
4 eni il circolo & simmetrico savé verticale. Dicooms
tuttavia, trattandosi di una figura che : '
piano, come il circolo, non ci si occupa di sa)lz?;w’}i’a
aulia allinfuori di quel piano, diciame mvece: il oir-
colo 2 simmetrico rispetto a un diameiro. He una n:m A
piana & simmetrica rispetto « una r{x‘(t;ﬂs & noi _p?&v
ohiamo il foglio lango quella, la figuya rimane ripie-

ks

he passs

st in un

sata su se stessa. .
’ - - ‘s B - . -
Molte delle cose che noi abbiamo chiamate :sgmsmj
friehe sono tali rispetto a un sole piano: ditem ri-
& 8l i ‘ore 10O UR

spefto a gual piano & simmetrico Porologio a pgz;da»l;
il circolo & simmetrico rispetto a molte rette del suo
piano, e certo vol potete nominarmi
simmetrico rigpetto a pilt d'un piano.
a rispetto a ogmi pianc passante pel suo
un

nalehe selido
Una palla e

simmetric !
centro, giacchd essa ha un centro, proprio zsuuf: :
civeslo, Un libro & simmetrice rispetto a due pmmﬂ :
Un bicchiere ¢ simmetrico relati-

ditemi quall sono. .
lia o un

vamente a molti plani e cost pure una hotiig
vaso da fiort, Ditemi guali sono guel plant

-

La sfera. — Ritaglinte un civeoclo, passategli una
tunga gugliata di filo attraverso il centro e annoda-
tene insieme i due capi. Tenendoe il nodo. attorcigliate
il filo quanto pitt potete. Tenetelo un momento finehe
it eiveolo sia ben fermo e poi lasciate andarve: il #lo
st tornera a distendere, (he cosa fa il circolo? Giva
torno torno, ruota intorne al file, ruota intorne a nno
del sool diametri, perché la linea del filo prolungata
a traverso 1l eiveolo da una pavte allaltra & un din-
wetro del eireolo.

Mentre il cireolo gira, vi sembra di vederne pitt
d'uno, e gquanto pin presto avviene la votazione, tanti
pite circoli vi sembra di vedere. B perchd Pimazine
del circolo nel vostro occhio non scompare appena il
elreolo si & spostato, cosicehe, se il cireolo si muove
abbastanza presto, vol ne avete nell’occhio due o tre
Imaginit conteruporaneamente. Se potessimo svolgere
il filo molto molto presto, avreste nell’occhic innun-
merevoll imagini: sapete dirmi che cosa vi parrebbe
di vedere? Vi parrebbe di vedere una palla bianca,
una sfera. La superficie di questa palla bianea, se ¢i
fosse nell’aria veramente come vi sembra di vederla,
conterrebbe in ogni istante lu circonferenza rotante.
Potete imaginarve questa sfera tenendo sospeso il
cireolo, anche se esso non raota cosi rapidamente che
la possiate vedere.

Parete ora un modello che vi aiuti a vedere la sfera
descritta dal civeole che roota.
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Piegate per bene un foglio di carta. Prendete 1a
vostra riga, la matita e lo spillo, e disegnate due
cireoli col medesimo raggio. I'oi in ognuno condusete
due diametri incrociati, come nella fig. 26.

Ora con un paio di forbiei tagliate i due doppi
della carta lungo una metd &uno dei diametri e

Fig. 26.

appena un pochettino ai due capi del diametiro che
incontra quello, come nella fig. 26 a; poi ritaglinte
lango la circonferenza due doppi del foglio ¢ intro-
dueete ’uno nell’altro, mediante il taglio del raggio,
come nella fig. 27 ¢

Tagliate in gegnito lungo Ualtea circonferenza nnsd
parte sola della carta: incidetene 1 due diamet ri dal
centro fin aquasi alla eirconferenza come nelin fig. 26 6,
jasciando press’a poco tanto guanto era stato ineciso al
margini degli altri due circoli, Nellesegnire le ine isioni

farlo di inenrvare i
plegarli in modo che

terzo cireolo serve solo a tenerli a posto

e
1

Cirealo i

dei diametri & necessario

noertar e e 1
i portar via un briciolino

deghi altri civeoli che vi
Introducete ora gli i
eireoli, come nella fig. 97 i ol om gl adt
. ¢ mella fig. 274, Bisogna aver cura nel

carts, dato lo spessore
debbono essere introdotti

i loro marzini adagi
nargini adagine, senza

non  servanoe pit. Avete ot-

tenato cosi un nw 2 i

81 wdello 1o eni imaei ¢
! imag 3 ans
I, wagine e data dalla

appresenta due posizioni del cireolo retante, il
red u

0 elrcols ma anche

v cireonferenza i 4 i /

u.n‘i(u,nm, di guesto appartiene alla superficie

ella sfera. o peee

4 Yuune, Geomeiria.
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&

Guardando il modello potete, mi sembra, imagi-

nare la superficie senza

passate abtraverso uno dei
cireolo, un filo per appen-

dere il modello & fate givare
gquesto, non vi sarh diffieile

hisogno i farlo rotare. e
raggl tagliati nel terzo

e

vodere la sfera deseritta {*1.

i otre peszi di carta che
avepe rinnito per costraire
1 modello della stera, sono
porzioni di tre piani. A due
4 due essi si tagliano: in che

cosa? In una retta. B qual’e
Vuficio di tale retia nel
1 diametro dei due eircoli

nostro modello? Bssa ¢
¢he giacciono nei due piani.

1 tre pezzi di carta si tagliano anche fra tutti e
tre. Che cosa hauno in comune? Un punto, ©ome
a4 due a due.

sempre tre piani che 8’ Ineonbrano 4

Questo punto © i1 centro di ognuno dei
«i chiama il centro della sfera. Quando 81 fa rotare 4
modello, uno dei cireoli rnota intorno al suo cenfro,

mantenendosi sempre nel medesimo piano. Questo
cireolo viene detto fquatore. 11 diametro degli altri
4 petta col filo, prende il

re eircoli, ¢

due cireoli, giacente in line

eireolo e nuo del primi dua ten-

wente gquesto

(1) In tal easo paturals
gono lnogo del eireole rotante.

Cirecolo 5
nome  di s8¢ i votazd i
e »{1 asse di rotazione o pin brevemente di asse
> iosuol due estremi si i 1,
- lue estremi si ehiamano 7 poli, il Polo N{mi
¢ al termine del fil 108 to, e
2 de 0. cios verso alto, i ]
, A s verso  alto, 800 » {
- : il secondo o
Vi & noto probabi
e t probabilmente perche adoperiamo questi
nomi. Hssi veng B8] ’ ale
ssstovengono presi dalla nostra terra, la qual
nomi. Bl vengono ' ; ra, la guale,
tenendo conto delle ineguaglianze, & nuna st ’
pon fomendo conto dell guaghanze, ¢ una sfera,
' pxdl mtorno a un asse pasaante per il Polo Snd
© W 20 B o . o, 10 ) '
4 o Nord della Terra, 1o dove fa tanto fre ddo
Q‘ \rl \_’() ( MER T 3 3 e W H ’ ) ‘
y o tanti ghiacci. Llequatore della Tevea & nell
T ] 3 AT % : 2lig
parte dove fa sempre molto caldo -
L Hgunatore divid wra i “
% Ggunatore divide la sfora in due parti simmetricl
che possono essere Vimmagi a de .
sssere Vimmagine una 7
: , v dellaltea, due
mezze sfere P o e
.Q stere o emisferi: emi & parola tolta dal erec
By ¥ s P 5 ' ( e
gnifica meszo, mentre la parola sfera ]sm: 1al
oreco, sienifica nali s T o
;. >, significa palia. In alto vi ba Vemisfero sett
e puifica pa - misfero setten-
) onale, in basso it meridionale. Se questa stora f
- o n ’ ? bl BTOIH TOSHe
: wra, Iir'(mlex starebbe in su, qui, nell’emisf
ot U | e i yui, nell’emisfero
f 1t{1<>11<114,,u e la Somalin italiana sarebbe in eii
nellemisfero meridionale. / o
I circoli i cui piani ,
S oli 1 cul piani passano per Iasse si chiamanc
Meridiani. 1 due cireoli | 1 bente nel mo.
. L due cireoli posti verti
) Healmente nel mo
s e cire mte nel mo-
elo, sono meridiani, e, se il modello rnota
AO10 SUCCOSSITAme . E 0L, pren-
'31%4 cessivamente girando la posizione di utti
quanti 1 meridiani. N o
Se questa fosse la Te ’ i
o ]‘1 st fosse la Terra, Italia sarebbe, su questo
neridiano, press’a poeo s i e
- (inu, press’a poco o mezza strada fra UV Bquatore
¢ 11 Pelo Nord, e, nella direzi o Stossn
‘ Nord, e, nella direzione opposta, lo stesso
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IN

meridiano passerebbe per VOceano Pacifico, nell’emi-
s A,).‘ v, 'A‘ o, N
\fo:;:Rj lU‘é‘ eireoli vengono detti eiveoli massims d{%lier
w?/r;w: ogni eirecolo condotto per i 4‘/'{51)‘%?}‘0 {?e‘i}zﬂ, \‘iéw
i: un circolo massimo: fubti 1 eirecoli Hmf»mzm' \%azﬂ:z%il??
ernal rageio, eguale alla distanza di ?gm pm;ﬁﬂ? 42;? i(s
mﬁpm*f’mv della sfera dal centro, eguale al u;(mw“!a
sfera, wiacchis noi torniamo ad ugm*w questa p@j? z
11"?{51’ indicare ogni retta condotta dal centro e terminata
;‘,ufi Inogo. La superficie della sfera ¢ nmn Juo;y a?lu
atesso medo della circonferenza; la S’lii)[ﬁ";’:ﬁ/(ﬁ@é? syf:mm
@ i Tuoge di un punte dello spazio che st maniiens «
distanza costente da un punio fisso. o
Abbiamo detto c¢he un cireolo ﬂl;i,:%t%im(? duiVB.dé? l\uﬁ
sfera éfl dne emisferi: due cirecoli mzm:%;}mj .gwﬁm
eome 1 nostri due meridiani, in guante pmm‘ d;wﬁﬁmf
1a sfera? In quattro parbi, dette fgu@dﬁu?%m, I iii}ﬁ%iﬁl‘i
tre circoli massimi, non passanti tutti per ilﬂ a’;’;ed@smm
diametro, i due meridiani ¢ Vequatore, dividono laf
sfera in obbo parti chiamate oftanti. Un’altra f{)lm vi
dard una mela o un’arancia, che p(ﬁ/retu‘taghﬂzw@ se-
condo eircoli massimi in emisferi o quadranti e ot-
tanti., Un’arancia, che & molto pms&inmrnent(‘-) u‘]m
sfera, ma, come la nostra Terra, un po’ zxp}inu’mfa
al poli, & divisa, come sapete, dalla Natnra secondo
meridiani.
Una sfera di sapone, come ne vediamo qnfﬂm?e
volta, non ha nessun diametro particolare che faccia
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da asse : possiamo scegliere quello che vogliamo, e 1
circoli massimi passanti per Passe saranno i meridiani,
Quelle sfere, che siamo andati costroends mediante
la rotazione di una porzione cireolare del piano, sono
veramente, come la sfera di sapone, digure solide:
hanno una superficie, la superficie sforico, descritha
dalla circonferenza del cireolo, un interno, deseritto
dall’interno del eciveolo rotante, e un esterno, che
verrebbe descritto dalla parte di piano esterna al
dreolo se noi immaginassimo di farla rotave col resto.
La superficie sferica non ha, cowe la piana, nessuno
Spessore, e, se prendiamo una palla ea ‘A, Per quanto
sottile ne  possa essere la sostanza . uol avremo
anche sempre una parte d’interno insieme colla sn-
perficie della sostanza stesss, Appunto come un foglio
di carta & un buon modello di piano per il suo pic-
eolo spessore, cost il miglior modello dells superficie
sferica &, per molte ragioni, una bolla di sapone.

Vi sono anche sulla sfera eircoli minori, che ¢o-
straivemo pin tardi.

Modello di sfera con equatore e gquattro meri-
diani. — Potete ora costruire facilmente il modello
di wuna sfera con equatore e un numero qualongne
di meridiani: & solo necessaria una maggiore acen-
ratezza. Indicherd brevemente 1a costruzione quando
i meridiani siano guattro.

Tagliate i cireoli meridiani a coppie, come prima,
cominciando col piegare il foglie ¢ incideteli tntti




RY ireolo

an raggio: tagliatene poi due pit su fino @

tungo
renza e gli altri due ta-

mezza via verso la circonfe
oliateli dall’infuori fino a mezza via verso il ceniro,
lango la sbessa retta in cui era tagliato il raggio.
Questi quattro cireoli pPOSSONO 0T galdarsi insicme
come meridiani. Disegnate in posizione opportuna
guabtiro diametri dellequatore e un cireolo pitt pic-
colo concentrico ad esso ¢ portate via 1interno di
questo cireoletto: fate
ancora, lungo i raggl se-
gnati, delle piccole in-
cisioni verso la circon-
ferenza per figsarvi i me-
ridiani, ¢ tagliate puve
in corrispondenza un po-
chettino questi dalla cir-
.onferenza  verso U in-

Il collocare a posto i meridiani riehiede nna
sarta, Puo essere
ati per bene

terno.
certa cura, ma, data Velasticita della
fatto benissimo, purche si siano prima d
i tagli. La fig. 28 mostra questo wodello finito. Se lo
si appende e si fa rotare, €ss0 fa vedere la sfera be-
nissimo (1),

Cireoli congruenti. — Se si costruiseono due eir-
coli con raggi eguali e si disegna poi un terzo cir-

1y 1 bambini molto piecoll possono costruire guesto modello con un
po' dainto alla fine, esso piace loro 41 pitt di quell’aliro con meno mieri-
diani, ed & straordinariaments forte quando & fatto.

Cireolo .

é:m]{; col medesimo raggio su on altro foglio di cart:
& possibile collocare il terzo cireslo cnr 800 :5?7
:112 1{:1{4&(51’3,114; dei dne centri rimanenti, e ;;ﬂ]m’; ;1&;;2
? .3 ) ( g 343 ST St ' :
prim; potra essere soveapposto ad ognuno dei due
.’:\,lhv)m. per il principio di sovrapposizione, i due
xffi%‘i‘;(}l‘i, <“~,'c)me fe loro circonferenze, si debboﬁo dire/
A(:i;;}ljdh. (,I?"(t&')}’i come questi si dicono congruenti Vzl]t‘;:
a dire ff?;SSl Possono venir portati a cz)im;;{’iem ﬁ;ait:i-
m(*m}e‘ Vuno coll’altro: «econgruentis € pii che «é( zw! :'
«eguale» indica ehe ¢'d qualche cosa che o lx ]*e“
ma « congruents significa che tutto ¢ mmctl/(; eu?tt:\(:!
posto pavticolare in cui le cose si I,")’()I,‘;Lm) i un fZ(i/’
mmn.(m’io. Yedremo presto esempi di cose aé‘u&ii 1;;
;/?1 t)z Ii\}:(ftl t che n(m' 8010 congruenti; nmht&;‘e tutte
¢ (,ob‘c eguall che abbiamo trovato, segmenti esnali
img{)h eguali, erano anche c()ngr'wfm T ;11)])71111?0 dd*i;
un{‘@ essere congruenti ne abbiamo riconosciuta l’wvﬁjl
gz}}.anyja. Un segmento aveva una qualita S()lt‘umj (j
cui si distingueva, oltre la positura, ed é 1 la p”
?unghexz;x, ¢ pereio abbiamo adoperato ]”ﬂz purol(’l (:n‘ ﬂid
invece di congruente per segmenti di rett& (1;1:5 ”": Q
“,“ circolo vi hanno tre determinazioni: ;l rz;m}izl
Iiii‘(’f:}d o la linea eurva o eirconferenza, e, qua h(; ?
raggl sono eguali, gli altri duae eleme;n:' | ‘"‘ (" ]
raggl son ‘ nti 1o sono
;)vurc, ‘um che cireoli congruenti sono eguali per fr;
i“%sp@t@: hanno egual raggio, egual zu';L ed léw (‘/
circonferenza. o | e
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Cireoli coneentricl. — Due civeoli col medesimo
centro si dicono concentrici (tig. 29).

Potete vedere, osservandoli, che il circolo di raggio
minore giace tutto dentro Paltro. Perche? Perche ogni
punto della circonferenza il
cul raggio & maggiore ¢ ad
una distanza dal centro co-

mune pil grande del raggio
dell’altro circolo ¢ cost ogni
punto di essa circonferenza ¢
fuori del circolo di raggio mi-
nore. Similmente ogni punto
di quest’ultimo ¢ o distanza

Fig. 29

) dal centro minore del raggio
dell’altro ¢ cost sta nell’interno di esso.

Liarea del circolo di raggio minore ¢ guindi parte
dell’area di quello di raggio maggiore; cosieche si
puo dire che il circolo di minor yaggio Jur wna minore
area. Ma la circonferenza del circolo di minor raggio
non & parte di quella del circolo di raggio pitt grande,
cosl che mon possiamo dire che il gircolo di raggio
pitt piccolo abbia pilt piecola la eirconferenza. Di
questo non sappismo ancor nulla.

Nella fig. 30 avete il disegno di un quadrato e al
di dentro una linea spezzata che, proprio come la eir-
conferenza, racchinde un’area compresa interamente
nel quadrato. Ebbene troverete, prendendo la vosira
riga di carta e segnandovi la lunghezza di ognuno
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degli vtto segmenti formanti la spezzata, che la lore
somma € pli grande della somma dei quattyo lati del

quadrato. Vedete dungue che non si pud dire, perehs

cunito della prima & minore di

quello della geconda, Perciv vi
diceve che non sappiamo nulla
ancora riguardo alle eirconfe-
renze dei eircoli coneentriei.

La qgnistione della lunghezza
della circonferenza ¢ uua gune-

stione difficilissima ¢ non Po- Wiz 20
tremo  entrarvi fincheé non
avremo prima imparato un gran numero di altre cose:
ma per le aree la cosa & semplice. ’
Ogni eiveolo, 41 cui vaggio & minore 4i quello o un
altro, ha un’arvea minove di quella dell altro civeolo.
Poiche noi sappiamo costruire nn cireolo concen-
trico al secondo o congruente al primo, e guesto terso
circolo avra un’area minore di quella del secondo. el
egnale a qguella del primo cireolo, cost il primo (‘,i]['i;s’»ﬂé))
ha Varea piu piceola del secondo, |

DIVISIONE D’UN SEGMENTO.
§ 9. Bisezione del segmento. — Abbiamo visio
che il diametro d’un circolo ¢ diviso in due parti
eguali dal centro: diciawo che il diametro 8 bisecato




HH Diwigione o un segm

al centro. La parola bisecare, derivata dal latino, s1-
gnifica tagliare in due, ma noi vogliamo imremh%y‘*@
é,"/()l! essa dividere in due parti eguali o in due metd.

Colla riga di carta pos-
giamo facilmente prolun-
oare un segmento di ana
lunghezza eguale ad ess0,
ma come faremn a bisecars
un segmento? Possiamo an-
che farlo mediante la riga.

Segninmo, come gia ave-
vamo fatto una velta, due
punti A e B sul suo AL
vine, ¢ pieghiamo Ia riga cosl da sovrapporre B ad A’
;3 le Aue parti del margine l'una sull’altra (fig. 31).
Si adattano bene le due parti e poi si fa ana piega

Fig. 8L

P 0 i

A M B

Fig. 2.

ben schiaceiata. Questa & certo una linea retfa e in-
o " - ra . >
contra il margine in un punto M. B MA =MD,
dato che sono sovrapposti. Cosl che AR ¢ bisecato

in M (fig. 32).

Divisione d'un segmento S

Ponete ora 4 su P e B su B saxs 4B sevrap-
posto a PR, e el sara un punto di PR a cul sard so-
vrapposto M: chiamiamelo O e segniamolo. Allora
PR sara dimezzato in O,

Pare che sia cosl, ma come possiamo assicurarcene?

B in virth del nostro assioma: Cose eguali ad una
terza sono eguali fra di loro, che noi siamo certi che
¢ cosl, senza sovrapporre PO e OR. Infatti, poiche
AM era sovrapposto a PO,

AM = PO,
¢, perche MB era sovrapposto a OR,

DM = OR.
Ma

poiehé guesti erano sovrapposti guando avevamo ia
riga piegata. Pereid, secondo 'assioma,
PO = OR
cosl che PR @ bisecato in O.
Noi abbiamo dato qui di un fatto tutte le prove,
senza nulla tralasciare ; quoesto si chiama dare wig
dimostrazione. Talvolta, guando ¢i sembra che una
cosa 813 in un certo modo, & solo perché non abbiamo
disegnato o piegato bene, ed e percio della massima
necessitd saper dare una dimostrazione. I saper
ssporre le proprie ragioni, tutte quante, chiaramente
& con ordine, & chiamato « Logiea ». Potete imparare
a pensare logicamente, cioe a sapere perché ritemete
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qualehe cosa per vero, e a parlare logicamente, cicd
a non esprimere aleuna idea senza darne le ragioni.
La geometria vi aiuterd a imparare la logiea.

Ora verificate piegando che PR & veramente Dbise-
cato in 0.

Collo stesso procedimento possiamo, con biseziont
ripetuie, dividere un segmento dato in 4, 3, 14,.....
parti wgnali.

Punti sovrapposti piegando. — Quando pieghiamo
un foglio lungo una retta, che cosa sappiames noi dei
punti che si sovrappongono Vuno all’altro? Pungete,
con uno spillo, dritto a traverso le due falde del

c foglio : ora spiegafe

nominate uno dei fori

Tttt g Tt eon O, Valtre con D

Ce D sono unaeoppia

.l?i;«? 33 di punti sovrapposti:

che cosa sappiamo in-

torne ad essi? Congiunto ¢ con D, chiamate & il

punto d’intersezione della econgiungeute colla piega
(fig. 33). Noi sappiamo allora che

CH = ED

perche F era anico, appartenendo alla piega, e U era
sovrapposto a D, per cui BO era sovrapposto a HD.
In conseguenza sappiamo, della coppia di punti sovrap-
posti C ¢ D, che il segmento che Ui congiunge ¢ ripiegato
;su se stesso e diviso per metd dalle piega.
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ESERCIZIO.

Sopra una vetta seguate due punti £ e O Dimeszzate B¢
mediante la riga nel punto M. Con contro in B e in € e con
raggt eguall, ognuno eguale o quast sgnale a B, deserivete
due cirecoli. Vedrste che le eiveonforensze g'lncontrans in
die punti 4 e Th Verifieat 2, prima eolla viga e in s :
piegando, che 4, M, B stanno sopra una linea retta.

EGUAGLIANZA D’ANGOLI.

§ 10. Angoli eguali. — ¥ possibile costruive un
angolo egquale « un amngolo dato per mezzo di un mo-
dello di carta dellangolo, allo stesso modo che ab-
biamo adoperato la riga di earta per disegnuare seg-
menti nguali.

Preso un angolo qualsiasi A OB, costrnitene nn
wodello cowe era indicato nel § 6 posto questo mo-
dello sul foglio, fate scorrere la matita lupgo i suoi
orli eost da disegnare un angolo POE il quale, pel
principio di Sovrapposizione, & eguale d AOR, Do~
tendosi il modello di earta soveapporre all’une e gl-
Paltro ed essendo perecio uguale ad entrambi: sap-
plamo ehe due cose eguali ¢ waa terza sono  sguali
fra loro.

B meglio non far scorrere la matita fino proprio
alla punta del modello, perché in tal modo non & fa-
cile’ ottenere un buon vertice dell’angolo: & bens
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apdare fin presso Ia punta, e poi, tolto il modelle,
riga, come nella

prolangare i lati dell’angalo colla |
fie, 34, dove le porzioni di lati prolungate dopo tolto
il< modelln sono punteggiate. .

invece di disegnare angolo, potete plegare il
foglio e disporre la piega lango AC, pie;zzm@s pol
accnratamente anche lungo B, Avete cosl piegato
un angolo eguale ad AUH.

Multipli @’angoli. — Mediante il modello di carta
i nn angolo b facile piegare o disegnare un zai‘agniu
doppio: non ¢’¢ ’
che da costruaire

un angolo YR
eguale all”an- 0y ‘o
zolo dato ACB, | ;“
collo stesso ver- Fie. 54, .

fice K e con uno

stesso lato QR dellPangolo PRQ, fa-
cendo giancere P dalla banda op-
posta a P (fig. 34). Nella stessa maniera pud adope-
rarsi il modeilo per costruire un angolo triplo. gqua-

druplo dell’angolo dato o che lo valga un nnimers

guatunque di volte (%)

M) (Note per Uinsegnuante]. — 8 pud splegare in relazione a cid che
& desto u pag. 75 che Pangole multiplo pud gssere CONCAYO O anchs mag-
giore di guatiro angoll pettl.

]

Lguaglionza dangoli

Angolo sotteso alloecchio. — B possibile ora co-
struire un modello dell’angolo sotteso al vostro vechio
da un tratto AB. Prendete un foglio di varta con orli
rettilinel e tenetelo con nna punta ¢ presso Uocehio:
allova, chindendo Valtro occhio, portate uno deghi
orli P in linew retta dal vostro occhio ad A in modo
che Vorlo adiacente che non passa per @ vi appaia
disposto lungo AFE. Se AB non ¢ troppo lunge, vi

sara un panto £ di quest’ultimo orlo in cui sembra.

che giaccin B. Piegate lungo QR: e PR sara, piin
o meno esattamente, ’angolo sotteso al vostro occhio
da AR,

I raggi che dal vostro occhio vanno ad 4 ea 3 si
possono immaginare prolungati oltre A e B, e, se
togliamo 4B, potremo vedere un altro segmento pii
distante A’B" che giaccia nella stessa direzione e
sottenda al nostro occhio lo stesso angolo sotieso da
AEB: in tal caso A’B sard maggiore di AB. GQuanto
pin ATE ¢ lontano, tanto maggiore dev’ esseve per sotlen-
deve al wostro occhio lo stesso angolo PQR che sot-
tendera AB.

Se fate aderire un solde a un vetro della finestra
ve ne allontanate di un metro ¢ mezzo cires, Vangolo
¢he il diametro del soldo sottende al vostro occhio &
press’a poco c¢io che si chiama un grado.

Se state lontani il doppio, eirca tre metri, troverste
che il soldo appare press’a poco dello stesso formato
del sole o della luna; cosi che, se la Iuna ¢ visibile
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gualehe cosa per vero, ¢ a parlare logicamentie, ciod
2 non esprimere aleuna idea senza darue fe vagioni.
La geowetria vi aintera a imparare la logic:

OUra verificate pilegando che PR & veramente bise-
cate in O,

Uollo stesso procedimento possiamo, con bisezioni
vipetute, dividere un segmento dato in &, 3, 16,.....
parti ngnali,

Punti sovrapposti plegando. — Quando pieghismo
un foglio Tungo una retta, che cosa sappiamo noi dei
puntl che si sovrappongono Vuno all’altro? Pungete,
con uno spille, dritto a traverse le due fulde del

c foglio : ora spiegate e

nominate upe del fori

Tt g T eon O, Ualire eon D,
Ue D sono unacoppia

E 3 7 i - by ow

tig. 33. di punti soveapposti:

che cosa sappiamo in-
torno ad essi? Congiunto ¢ con D, chiamate # il
punto d’intersezione della congiungente colla pisga
ifig. 33). Noi sappiamo allora che
JH = BD

perche B era unico, appartenendo alla piega, e € era
sovrapposto a D, per eui E{ era sovrapposto a I,
In conseguenza sappiamo, della coppia di punti sovrap-
wposti € e D, che il segmento che i congiunge é ripiegaso
;m 2e stesso e diviso per meta dalla piega.

Fguaglianza & amngols 31

ESERCIZIO,

Sopra una retta segnate due punii B o ¢, Dimeszate B
mediante la riga nel punto M. Con centro in B e in O e con
raggi egnali, ogouno egnale o quasi eguale a BU, deserivete
dne ocireoli. Vedrete che lo circonferenze s incontranc
due puntl 4 e D). Verifieate, prima colla riga e in seg
piegando, che 4, M, B qmnrm sopra una Huoea vetta.

in

EGUAGLIANZA DYANGOLI.

§ 10. Angoli eguali. — F possibile costrwive wn
angolo eguale a wn angolo dato per mezzo di un mo-
dello di carta dell’angolo, allo siesso modo che ab-
biame adoperato la riga di carta per disegnare seg-
menti aguali,

Preso un angolo qualsiasi ACE, costruitens an
modello come era indicato nel § 6 POsto questo mo-
dello sul foglio, fate scorrere la mabita lango 1 suoi
orli cost da disegnare un angole POR il quals, pel
principio di mwm,pp()siyione, ¢ eguale 4 ACR, po-
tendosi i} modello di earta sovrs apporre all’uno ¢ al-
Valtro ed essendo pereid uguale ad entrambi: sap-
piamo che due cose eguali a una terza sono sgnall
fra lore.

E meglio non far scorrere la matita fino proprio
alla punta del modello, perché in tal mode non & fa-
cile ottenere un buon vertice dell’ mgolo. & bene
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andare fin presso la punta, e poi, tolto il modello,
prolungare i lati delVangolo colla riga, cowme nella
fig. 34, dove le porzioni di lati prolungate dopo tolto
il modello sono punteggiate.

Invece i disegnare 17angolo, potete piegare il
foclio e disporre la piega lungo AQ, plegande poi
accuratamente anche lungo BC. Avete cosi piegato

an angolo eguale ad AUB.

Multipli d’angoli. — Mediante il modello di carta
di un angolo & facile piegare o disegnare un angolo

v

doppio: non ¢’é
che da costraire
un angolo PPRQ
eouale all”an-

e ) é‘n
golo dato ACB,
collo stesso ver- Fig. 30

tice ff & con uno

stesso lato QR delPangolo PR, fa-
cendo giacere P’ dalla banda op-
posta a P (fig. 34). Nella stessa maniera puo adope-
varsi il modello per costruire un angolo triplo. qua-
druplo detPangolo dato o che lo vaiga un numers
qualunque di volte (%),

1y [ Nota per Vinsegnante]. — D1 puo spregare relazione a cid che
i n pag. 75 che Vangolo multiplo puo essere cOneayo o anche mag-

giores i quatiro angoli rettl
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Angolo sotteso all’occhio. — I possibile ora co-
struire un modells dellVangolo sotteso al vostro ocehio
do un tratto AB. Prendete un foglio di carta con orlt
rettilinei e tenetelo con una punta ¢ presso occhio:
allora, chindendo Valtro occhio, portate uno degli
orli F in Ynea retta dal vostro occhio ad A in modo
¢he Vorlo adiacente che non passa per € vi appaia
dispostn lnngo ADB. Se AB non e troppo lungo, vi
sard un ponto I di quest’ultimo orlo in eui sembra
ehe giaceia . Piegate lungo QR: ¢ PRE sara, pit
o meno esattamente, Pangolo sotteso al vostro ccchio
da 478, ’

I raggl che dal vostro occhio vanno ad 4 ea £ si
posgono immaginare prolungati oltre 4 e B, ¢, se
toglinmo AR, potremo vedere un altro segmento pin
distante A’B" che glacecia nella stessa direzione e
sottenda al nostro occhio lo stesso angolo sotteso da
AB: in tal caso A’B sard maggiore di AFB. Quanto
pin AE 2 lontano, tanto maggiore dev’ essere por sotien-
deve al wvostro occhio lo stesso angolo PR che sol-
tendeva AL

He fate aderire un soldo a nn vetro della finestra e
ve ne allontanate di un metro e mezzo cirea, Vangolo
che il diamesro del soldo sottende al vostro ccchio ¢
press

56

a poco ¢id che si chiama un grado.

state lontani il doppio, circa tre metri, froverete
che il soldo appare press’a poco dello stesso formato
del sole o della lana; cosi che, se la luna ¢ visibile
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dalla finestra, e il soldo e nel posto ;:ix;mtw.. A lzf,
tana ¢ il vostro occhio, sembra che il soldo si adalii
perfetiamento alla faccia della luna. Quale sia la gran-
dezza del soldo voi sapete benissino, ma per guella
delia lona non potete dir nulla perche essa © 'm“u;aupw
lontana ; sapete soltanto che deve essere u‘m{;%t(; .mm’fm
piit grande del soldo: ora i diametri delis luna e del
soldo sottendono al vostro occhio il medesimo angolo
guando voi siete a tre metri di distanza dal solde :
gquest’angolo & chiamato percio il dmmm'm Vuj:’a/gmi@)a
della Tuna, ed & cirea un mezzo grado: il diametro
angolare del sole & press’a poco lo stesso. o
%In grado & un campione perfettamente ddatio 1%81‘

IISUrare gh angoli intorno a noi: e, come “W,’,ilif'l?{?,;
un angolo piceolo, e si & soliti, Ci(md.o‘ l’;mnp;mzzzz j,h
un angolo, dire quanti gradi esso contiene. Perd esso
non © un angolo conveniente da disegnare o piegare,
« troppo piecolo; e cost non & possibile costruire un
angolo di ordinaria ampiezza, come AOB alla fig. 35,
adoperando ripetutamente il mwodello di un angolo di
un grado. I’angolo ACE della fig. 35 & cirea trenta
gradi, che si indicano eolla gerittura Eif)“. ,

| (v una quantith d’angoli che si plegano (,‘P} dise-
gnane ezattamente con tutta facilita, e ch.e‘ vm\ Smf
dierete pitt o meno ool tempo: Vangolo di 3({0 fa :uw
di quelli; il pin facile a costraire & quello di 907 o

come lo si chiama, Vangolo retio.
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Costruzione d’un angolo eguale a un angolo
dato. — Quando c¢i vien dato un angolo disegnato o
piegato, e vogliamo costruirne uno eguale, la piega-
tura ¢i da risultati migliori del disegno; ma ¢’¢ un
altro modo di ottenere. un angolo molto buono senza
costruire un modello.

Si noti che il vertice R dell’angolo e uno qualanque
de’ suoi lati RQ possono essere fissati fin da prin-
cipio : Uangolo pud in seguito venir costruito da qua-
lungue banda ¢i piaccia di RQ, secondo che appog-
giamo o dall’'una o dall’altra banda Pangolo modello:
siano i due angoli dalle due bande PRQ e P RQ (fi-
gura 34). Se chiamiamo ¢’ il vertice del modello, A’
& B’ 1 punti sovrapposti ad A e B quando il modello
coincide coll’angolo dato, il segmento A’R’, sovrap-
ponibile ad AB, ¢ eguale ad AL, Se appoggiamo il
modello su PRQ, sia P il punto che giace sotto 47
e ) sotto B’ : allora, per la stessa ragione di prima,
£6) & ugnale ad A’B’ e quindi ad A4B.

Allora, se si conduce una circonferenza di centro K
& raggio C'A e un’altra di centro Q e raggio B4, le
‘due passeranno entrambe per P. Analogamente pas-
seranno per I, e si vede che non hanno altri punti
somuni. Questo ci fornisee un secondo metodo di co-
struzione dell’angolo. Si desecriva una circonferenza,
di centro (' e raggio arbitrario, che tagli i lati del-
Vangolo dato in punti che diciamo 4 e B; indi collo
stesso raggio e con centro nel punto R che abbiamo

5 Youxa, Geometria.
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fissato si conduca un’altra eirconferenza, la quale in-
contrera la retta ¢he pure avevamo fissata come uno
dei lati dell’dnﬂ'olo in un punto, che chiamersmo .
Infine, con raggio eguale ad ARB e centro in Q,‘ d;v-
seriviamo un’altra circonferenza, che incontrera la

———————— precedente in due punti, uno

R ™ da ciascuna banda di RQ.

! 4, Ognuno di questi punti P,
/ ‘ o P’ congiunto con R, da
Pangolo richiesto.

) / Angoli al centro di un
) /" eireolo. — Descriviamo un
A circolo qualungue, & un an-
.\ golo "col vertice nel centro
. s di esso, (': sappiamo che la
».  circonferenza taglierd i lati
SR : dell’angolo ciascuno in un
solo punto: diciamo i due
pun‘m A-e B (fig. 35).

k / Le due parti-in cui Van-

,"'/ " golo divide larmrconteren/a,
" . ypa interna-all’ angolo e

Valtra esterna, si-chiamano

U arehi di circonferenza, a 80-

& deOh archi’ da combattimento. Come tali

i nostri“archi hanno

N 'Q

1mg11anz
archi “sono” tesi da una corda, P
(i corda eéssi pure: se congiungiamo A con i
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segmento AB & detto corde dell’arco. I’arco interno
all’angolo si dice Varco su cui Vangolo insiste, Paltro
arco (punteggiato nella figura.35) si-chiama arco oM~
plementare del primo. Archi complementari hanno la
medesima corda. Se descriviamo un circolo congruente
¢ diclamo il suo centro ¢/ e costrulamo in esso un
angolo al centro uguale ad AOB, i cui lati incon-
trino la circonferenza nei punti A’ e B/, possiamo
sovrapporre (/ a O attraversando entrambi con uno
spillo, e rotando il foglio superiore possiamo portare
A’ a coincidere con ‘A: allora, siccome gli angoli
sono eguali, se B e B sono dalla stessa banda .di (4,
B’ si sovrapporra a B, Se no, facendo indietreggiare
B’ fino a sovrapporlo ad 4, A sard sovrapposto a B.
In entrambi i-casi gli archi sui quali insistono gli
angoli uguali AOB e A’(/B’ sono sovrapposti, e cosi
sono ‘sovrapposti gli archi complementari. Allora si
deve dire, per il prineipio di sov rapposizione, che
‘queste coppie d’archi sono eguali, Ciod :
In circoli congruenti angoli al centro eguali insistono
2w archi. equali: e glz OWOM complementari di questi sono

pure eQualis

Ora possiamo  facilmente dimostrare che: In wn
circolo amgoli eguali insistono su archi eguali. Non ¢’
che a’ disporre il ecircolo col centro su quello di un
eireolo congruente,' ¢on un angolo al centro eguale a

uno dei due dati; ‘e poi far rotare in modo conve-

niente -1l ¢ireolo superiore.
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ESERCIZI.

1 Mostrate che in circoli congruentl angoli al ecentro

eguali.
‘eguali insistono su corde i
9. Fate vedere che in un circolo angoh al centro egnali

guali.
insistono sopra corde e o
3. Fate vedere che in circoll congruenti archi eguali

- uali.
‘sono sottesi da corde eg
4. Fate vedere che in un'circolo le corde di archi egnali

gono eguali.

DIVISIONE DEGLI ANGOLI.

§ 11. Bisezione d’angoli mediante un modello.
— T possibile bisecare un angolo ACB nello stesso
modo che abbiamo bise-
cato un segmento, co-
struendo un modello di
carta dell’angolo e pie-
gando poi tale modello
per modo che un margine
rettilineo coincida col-
VPaltro. C'¢ un po’ di dif-
ficoltd a piegare in due
il modello nelle vicinanze
della punta; ma questo
non importa molto se pie-
gate: accuratamente tanto
presso la punta quanto & possibile e poi, adopfsrando
il modello come riga solo fino a una piccola distanza

Fig. 86.
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dal vertice, prolungate poi la retta di d1v1slone dopo
aver tolto il modello. Sara anche meglio piegare il
modello uowh orli ir fuon (fig. 36).

Bisecare un angolo. — Ponete ora un margine
del modello piegato lungo AB colla punta in 4 e ri-
gate lungo-Valtro margine. Se chiamiamo 0D la retta
ottenuta, 1’angolo ACB & bisecato dalla 0D, come si
pud facilmente provare.

Non troverete che questo sia un metodo facile per
bisecare a dovere un angolo, e vi daro pitt avanti un
metodo migliore.: :

La retta che abbiamo costruita giace naturalmente
nell’interno dell’angolo. Prolungandola oltre ¢ si ot-
tiene intera retta di cui essa & parte, e piegando
lungo questa il foglio, i due lati dell’angolo si so-
vrappongono e non solo ’interno dell’angolo @ ripie-
gato su se stesso, ma lo stesso avviene per 1esterno.
Di solito, parlando della bisettrice di un angolo, inten-
diamo il raggio interno ad esso, e si vede che tale raggio
incontra ogni segmento avente gli estremi sui lati
deil’angolo; ¢id che non aceade per Paltra semiretta.

Bisezione d’un angolo senza 1'uso d’un mo-
dello. — Si prenda un punto gualunque 4 so uno
dei lati dell’angolo ABC, e sull’ altro lato si faccia
OB eguale a 0A : congiunto 4 con B, sia D il punto
d’incontro di AB con la bisettrice (fig. 37).
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Se. allora pieghiamo il disegno lungo OB, gli angoli
eguali DOA, DOB si soyrappongono, ¢ OB coincide
con OA giacche OB = CA: percio AB ¢ tagliato dalla

: - : piega mnel suo
puntodimezzo,
ossia’ 6880 &
bisecato nel
punto D.

Questo ci in-

K segnaa bisecare

. Fig. #7. 1 angolo ACB
senza adoperare wn modello dell’ angolo, solo per mezzo
della riga, e questo metodo o di gran lunga il pin
conveniente ed esatto in pratica. Non si hanno che a
segnare sui lati dell’angolo due segmenti eguali, con-
giungéme gli’ estremi 4 e B, bisecare il segmento
ottenuto e congiungerne il punto medio D col ver-
tice €. La 0D & la bisettrice.
. Si pud con tal metodo, con bisezioni ripetute, divi-
dere un angolo -dato in 4, 8, 16,... parti eguali,

ESERCIZIO. o
Qe sui lati di un-angolo sono segnati due punti ad egual
distanza dal vertice, 4 e B, verificate che tutti i punti aventi
eguale distanza da 4 e da B giaceiono sulla retta che bi-
seca Vangolo 40B. In altre parole verificate che il luoge
dei punti equidistanti da 4 e da B & la retta bigettrice
delY’angolo A0B. : : - -
(B infatti possibile piegare il foglio in modo che 1V
punto di cwi-si tratta sia- fisso ed” A coincidw con B).

Paragone di angoli diseguall IE:

P’AR'AGONE DI ANGOLI DISEGUALI,

§ 12. Angoli maggiori o minori. — Dati fciuek
angoli 4 0B e PR, possiamo costruire un modello di
PEQ e collocare il margine KP lungo CA: il raggio
RQ potra allora o coincidere eon OB, o giacere ilel*
Pinterno dell’angolo ACB oppure giacere all’esterno.
Nel primo easo abbiamo detto che gli angoli ACB
¢ PRQ sono eguali.' Nel secondo e nel tferzo caso
perd mon possiamo proprio dire che un angolo sia
eguale a una parte dell’altro, sebbene 1’interno del-
’angolo PR nel primo caso sia certamente sovrap-
posto’a una parte dell’interno dell’angolo AG’B, 6 nel
secondo caso Pinterno dell’angolo A OB sia sovrapposto
a una parte dell’interno dell’angolo PRQ. Ricordate
che vi avevo detto che non avremmo paragonato
c(;)se infinite, ed & un tutto infinito la parte interna
11-1 un angolo. Tale modo di considerare gli angoli non
¢i serve per confrontare angoli diseguali, ma vi ha
un altro modo che ora spiegheremo. ‘ SUETEE
' Se fissiamo con uno spillo il punto R a ¢ e fac-
ciamo coincidere R(¢) con OA, RQ e CA non formanc
a.ngolo affatto, ma se facciamo rotare; per poco che
sia, il-foglio in direzione della freccia (fig. 88), cosi
che il punto @ venga a situarsi nell’interno de,ll’an-
5:010 AOB, BQ e CA formeranno un angolo, & se ora

RQ ein OD e RP in (A4, diciamo che 4] raggio BQ
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ha rotato dall’angolo PRQ o ACD, dato che questi
due, essendo.-sovrapponibili, sono: eguali. Questo &
un modo diverso da quello di prima di considerare
un a,ngolo. Be -ora facciamo ruotare ancora un poco e
‘ portiamo BKQin CF,
il raggio () ha ora
‘ruotato dell’angolo
ACE, e Pangolo
AOCD & parte del-
Pangolo A CE in
questo senso che
per .far rotare il
‘ raggio dell’angolo
. Tig.ss, " "ACE dobbiamo
¢ rotare prima del-
Pangolo ACD. In questo senso diciamo che 1’ angolo
ACE & maggiore dell’ angolo ACD, e non perche 1'in-
terno di questo fa parte dell’interno del primo.
Quindi, se noi faceiamo dipendere gli angoli da
rotazioni di raggi, ritornando al nostro angolo PR,
quando RP coincide con OA, e il raggio B giace
entro 1’angolo: ACB, si deve pensare che il raggio L¢)
non. & stato rotato, a partire dalla posizione CA tanto
da prendere la posizione OB; e cosi I’ angolo QRE,
di eui R, ha rotato & minore dell’angolo AUB. Ana-
logamente in questo senso, se EQ & fuori dell’angolo
ACB, I’angolo PR@Q. & maggiore dell’angolo ACB. E
vedete - che, sebbene quest’idea di- maggioranza e

I
s
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minoranza per ¢io che riguarda gli angoli non sia otte-
nuta col solo principio di sovrapposizione, ¢ ancora
vero che, se langolo PR & maggiore dellangolo
AUB,Pangolo AOB » minore delPangolo PR(). Questo
dev’essere vero sempre, in qualunque modo noi para-
goniamo gli enti, o altrimenti le parole maggiore e
minore diverrebbero interamente prive di significato.

Se guardiamo le lancette di un orologio precisa-
mente alle dodiei, esse sono sovrapposte una all’altra ;
ma, poicheé la pitt lunga ha un moto pitt rapido, im-
mediatamente dopo formano un piccolo angolo, Ma il
senso della rotazione & Yopposto di quello della fig. 38.
L’angolo di cui ruota la lancetta grande non & Uan-
golo delle due lancette (giacche la lancetta piccola va
movendosi nello stesso senso della grande, solo piu
adagio),. ma & 1’ angolo fra la lancetta grande e la
linea, detta linea iniziale, che congiunge il centro del
quadrante dell’orologio col punto che segna le dodici.
Col passar del tempo tale angolo diviene via via pin
grande, finché alle dodici e mezzo la lancetta lunga
¢ in linea retta colla linea iniziale.

I tutto questo tempo la lancetta piccola giace entro
Pangolo deseritto dalla grande, e fa con la linea iniziale
un angolo minore di quello della lancetta grande.

Dopo le dodici e mezzo, angolo fatto dalla lan-
cetta lunga colla linea di cui si tratta si deve conside-
rare come erescente in ampiezza, poiché esso misura
la rotazione della lancetta, la quale non si & arrestata ne

%
i
i
i
|
|
i
i
|
|
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o tornata indietro, ma va proseguendo il suo camming
Tutto'i“ntorno al quadrante. I’angolo che la lancetta
grande forma ora colla linéa iniziale & ¢id che girchiama
un wngolo concavo, e Vinterno dell’ angolo coneavo &
Ia piti-larga delle due porzioni in cui il piano & diviso
dai lati dell’angolo: la la,ncetta piceola sta ancora
entro Pangolo concavo. '

Gli angoll da noi finora considerati non erano mai
concavi e in questo libro voi non ne incontrerete o
ben di rado; ma & necessario conoscerne Vesistenza

e pilt tardi vi accadra spesso di doverne considerare.
Per ora, quando disegniamo o pieghiamo due semi-
rette, supporremo che I’angolo da esse formato mon
sia coneavo, cosiceh® I'interno dell’angolo sia la parte
piit piceola del piano quando noi rignardiamo la di-
visione di questo mediante i lati dell’angolo..Ma, se
sostruite un angolo ACD, e in seguito, dall’altra banda
di 0D rispetto ad A, un altro angolo DCB, dovete
ricordare che quello il quale viene diviso in due an-
goli [ACD e DCOB pud essere I’angolo concavo formato
dalle semirette 0A e CB e non supporre che accada
sempre, come nella fig. 38, che 1’angolo non concavo
ACOB, detto anche convesso, sia quello che rimane di-
viso- nei due angoli ACD e DOB.

ESERCIZIO

Al tocco meno venti qual-é angolo convesso compreso
dalle lancette dell’orologio, ¢ quali dei numul 12 3,9 6
del quadrante giacciono entro:1’angolo?
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Alla wezza la lancetta lunga & in linea retta colla
linea iniziale, e non fqrhia con._essa né angolo concavo
ne angolo convesso: si dice che forma un angolo piatto,
od anche un angolo che si nomina con la lettera greca =,
che si legge pé, ' v

In questo libro non useremo mnessuna delle due
espressioni, perche vedremo che un tale angolo si puo
dividere in due angoli convessi eguali, chiamati an-
goli retti, cosi che noi potremo sempre parlare del-
Pangolo di cui si tratta dicendo due angoli retti. Potete
vedere subite sul quadrante dell’drologio che esso vals
fiue volte l’angqlo fatto dalla lancetta lunga colla linea
iniziale alle dodici e un quarto, giacehd ogni quarto
d’ora la lancetta gira di uno stesso angolo: I’ angolo
di cui essa ruota in un quarto d’ora & quello che chia-

nmeremo pit avanti angolo retto. Un anoolo maggmm
di due rettl ¢ ¢io che diciamo un angolo conoawo.

PERPENDICOLARITA.

§ 13. Piegare una perpendieolare, — Pren-.
dete la vostra riga di carta e piegatela cosi. che, es-
sendo fisso un punto O del suo margine, questo sia
ripiegato ‘su’ se stesso. Schiacciate la piega per bene.
0 ¢ il punto d’incontro della: piega col margine, sia
£ un:altro punto qualunque della piega; siano 4 e
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B due punti quali. siensi del margine, sovrapponibil)i
colla piegatura, e sia @ il punto a-cui & s.()vm}_)post;o, P,
Ora spiegate il foglio. La retta OP si dice p(;ﬁpmzrdwm
lare ad AB. S8i dice che wn raggio é perpendz@lare @
una retta AB in un punto O quando fa angoli egua&:@
coi due raggi OA e OB che compongono i ret‘m \Abi
(, Sapete che cosl accade appunto per or, ]:)omhe gh
;‘ingoli POA e POB coincidevano quando 8i era pile-

, | 4 %//09
)

Fig. 89.

Py

gato lungo OP. I’altra parte, quando sj piegz.m\secon(‘icz
la perpendicolare, OA coincide con OB, e cio acca«%?
Solfanto se la piega & fatta come abbiamo detto. Percio
non vi & altra perpendicolare ad A B uscente fla O e dalla
stessa banda di AB tranne OP. Ma Sa;}.)p].amo.p(i? la
nostra piegatura che tutti e quattrq \gl} angoli £ (,),:'1‘/.
POB, QOA, QOB sono eguali, percio ()Q.é anche ;pu'-
pendicolare ad AB, ed ¢ il solo altro raggio perpendi-
we ad AB in 0.
Qoz(tn‘brilearda)ndolo mi dite subito che PO@Q & un'a rem;:“l,
Questo & vero, ma la vista non b_a-sta pefr Nnoi; f()ixise
pa,re‘che sia cosi solo perche abbiamo piegato male.

Perpendicolarita ot

La ragione ¢ la seguente. Se pieghiamo. il foglio
lungo P0, sappiamo che B coincidera eon A, sia stato
0 no il foglio piegato prima secondo 4 B. Se il foglio
non era stato piegato prima, la continuazione della
piega dalla stessa banda di AB, da cui sta Q, sari il
prolungamento di PO. D’altra parte sappiamo, nello
stesso modo, che, se pieghiamo lango 0@, B coinei-
dera con 4. Ma quando si sovrappone B ad A la piega
¢ perfettamente determinata, non la si pud fare in due
modit quindi la 0@ dev’essere la OP prolungata. I
due raggi da O perpendicolari ad AR sono le due parti
di un’unica retta. ~

Voi potete quindi facilmente provare che AORB &
la. perpendicolare a POQ nel punto O.

Vi ha dunque una ed una sola retta perpendicolare
@ una retta data per un punto dato. La seconda retta
¢ anche perpendicolare alla prima.

La perpendicolarita & una relazione riguardante la
« giacitura » di due linee rette che si tagliano.

Angoli retti. — Abbiamo detto che gli angoli
AOP, BOP, QOA, QOB sono tutti eguali. Ognuno di
essi prende il nome di angolo retto. Un angolo retto
contiene esattamente 90 gradi (90°).

Se in un punto ¢’ di una retta A’B’ conduciamo
la. perpendicolare P’(/(), possiamo in seguito, st un
altro foglio di carta, piegare una copis esatta delle
due linee, cosl che le due figure si possano sovrap-




78 Perpendicolarita

POrTe; ey adoperando allora per guesta copia le stesse
lettere, possiamo SOVIapporre questo: foglio al primo
per modo che O’ giaceia sopra .0 ed AO’B su AOB.
Se ora pieghiamo con cura entrambi i fogli di carta
lungo AB, e poi, tenendo fisso 0, ripieghiamo il mar-
. .gine su se stesso, le pieglie debbono trovarsi lungo
POQ in uno dei fogli e lungo P’0’Q’ mnell’altro, e i
quattro angoli retti di un foglio coincidono coi quaftro

etti dell’altro, e sono quindi rispettivamente

;angoli r
goli

eguali. In questo modo & chiaro che tutti gli-am,
petti, sono fra-loro eguali. )

Cid posto, & possibile condurre una perpendicolare
a una retta data da un punto posto su. di essa 0 Do,
‘servendosi di un modello di earta d’an-
che a situare un orlo del modello
are su di essa fino a che

senza piegare,
-golo retto. Non ¢’¢
lungo la retta e farlo strisci
Paltro orlo passi proprio per il punto, poi far pas-
sare la matita rasente quest’orlo e prolungare, s si

vuole.
‘ ~ ESERCIZL

1. Piegate il piit eséttamente possibile ognuno dei se-
: 22,}5 gradi; 11-2_ gradi; :5% gradi: ri-
tagliate attentamento quest’ultimo angolo, mettete un soldo
sulla tavola dinanzi a.voi,.e trovate, mediante il vostro
modello’ d’angolo,in ehe punto dovete porre I'occhio affinche
il modello. sia eguale al diametro. angolare del soldo.
" 9. 'Tenete lontano il soldodella lunghezza del braccio
o deferminate ‘colla migliore approssimazione il numero di

gradi dell’angolo satteso al -vostro occhio: dal suo diametro

gueiti angoli:-90°, 45°;
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20}: dimezzando I'angolo di 5 - pradi
§ 7J i ﬂfldol angolo di'5 — gradi, quello. oftenuto & un
po’ pitt ampio. dell’angolo. richiesto: ' '
p 3 e . : )
, % ! i)ne\te.dllt:to un piatto, e trovate dove dovete met-
tervi affinche 111 diametro angolare del piatto sia press’a
HOCH di(}"ﬂi[l ~~] radi e einqu i 1is v o
1 . rj(‘ 1 11 i gmdl‘ e cinque gradi rispettivamente.
. ] . ,xamlrate ddov(yv1 dovete mettere perchs il diametro
angolare del quadrante dell’orologio a pe ¢ ‘
ndolo 88 eHNETD
e P possa essers
~ e ' p i
B Guardate delle cose all’aperto, alberi, case, pali tele-
;;1(1{101, tec?., e debermmat@; approssimativamente quanti gradi
bnng nlell angolo sotteso al vostro occhio dai segmo;(‘-i di
verticali terminate ai loro punti piv i 27 la
vertioali tol ate ai l put tx pitt alti (alteam angolare o
R . N
o b Guardate due. pali telegrafici (o due aliri oguetti
- . N . > IS L : oF
»ml_ﬂ.u e dete’lmlnate il pin esattamente possibile qt?anti
glddl. conta 1’angolo sotteso al vostro occhio dal segmento
congitungentei loro piedi | Distanza angolare di due oggetsi]
i A N . s . . .
N 7. ‘[mvate‘uolla massima  approssimazione il numero
d} grfmd1 della distanza angolare fra due stelle brillanti qnali
siensi che.voi possiate vedere. '
Angoli supplemental’i. — e da O conducete qua-
lungue altro raggio 0
00, di origine O
{fig: 40), & chiaro
che. O deve giacere
entro uno degli an- A o B
goli ~retti formati * . .. - o :
da PO com AB, e . . | . N¢
perciv (§ 12) uno-. L. L. E
degli “angoli -C0OA > . » T ,
della figura, formato da -
gura,-formato da 00 con AB, sard maggiore




: Perpendicolariti
?*(’ - P . — FOR——

i angolo retto e 1 altro COB sara minore dl
o unw&logretto ¢ i due presi insieme va:rrfmno p:;o
2'1]:‘1(:11;1?130 due Iz(étti; Un angolo maggwreI d]ul;;:(; ;,di

" i1 nome di angolo ottuso, un angolo I o
e 4 il nome di angolo acuto ; & dus cmg./o ic ¢
o I:egfz(;izie 1fcm%o due cméoli retti vengono dettt angoli
presi ,
supplem‘mt?j?;m oli che una semiretle 0 mggi'o f(tq(;{)”

AnO;ZLgc;w lag interseca sono o entrambi .mtt@ lzai ;:i(;
u?@?tome Paltro ottuso, e sono supp'lemen.tam, va
;"ovmcmo, presi, insieme, due cm‘gol@ retflz.. cedore so the

Fino ad ora, se avgvate blsogHOOte}Vat(; T
punti giacevano in hnee;2 retta, ppivegamo o

Vallineamentocolla
riga. Avete ora un
altro mezzo: ©OD-
‘0 giungete (ﬁg.” 41)

‘ uno dei punti O,
! | ¢ con ciascuno degli

’ altri D e O, » con-

ﬂl; ducete OM perpen-

e A dicolare a OD: se

allora OM & perpendicolare a odq, e solan;i;lte allora
0, D e O stanno sopra una medesima re'n%;e e

}Oon metodo analogo si pud ora determi (; " n_o ue
raggi uscenti da un punto apparteng{)n o Mot
uni’unica retta. Se, dato un angolo qualong ,

D
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si conduce un raggio OR (fig. 41) dalla banda di O
opposta ad A, di solito OR non sard sulla medesima
retta di OA. Ma seconducessimo OR cosi che Vangolo
KOO0 fosse supplementare dell’ angolo A0C, allora i due
raggi 40 ¢ OR sarebbero disposti su una sola retta.

Quando, e solamente quando, due raggs 04, OR, da
bande opposte di wna retta DOC, formano angoli sup-
plementari col vaggio 0C, AOR ¢ una linea vetta: 4

due raggi in tal caso formano angoli  supplementari
con qualunque raggio per 0.

Angoli adiacenti: angoli opposti al vertice, —

Disegnate due rette quali siensi AO0B,C0D, segantisi
in 0. Queste formano

D
in O quattro angoli: :
nominateli (tig, 42).

Gli angoli avents
un lato comune si di- , B
cono angoli adiacenti, © '
¢ due che abbiano
comune soltanto il
vertice 86 chiamano ¢
opposti al wertice.

Quante sono le coppie di angoli adiacenti
tele.

Fig. 42,

? Nomina-
Quante sono le coppie di angoli opposti al ver-
tice? Nominatele.

Coppie di angoli adiacenti: A0C e OOB; 00B o
BOD; BOD e DOA; DOA e A0C.

2 Youne, Geometria.
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Goppie di angoli opposti al vertice: A0C e BOD;

0B e DOA.
i sono due coppie sole di angoli opposti al ver-
tice, ma quattro coppie di angoli adiacenti: un an-
golo adiacente a un altro & adiacente pure al suo
opposto al vertice.

Che cosa potete dirmi di due angoli adiacenti? Fsst
sono supplementari, vale a dire formano presi insieme
due angoli retti.

Che cosa potete dirmi di due angoli opposti al vertice?
Sono eguali; giacché ognuno coll’angolo adiacente ad
entrambi forma due retti: per esempio AOC con
BOC = DOB con BOC.

ESERCIZL

1. Verificare che le bisettrici di due angoli opposti al
vertice stanno sopra una medesima refta. ‘

9. Verificare che le bisettrici di due angoli admcentl
sono perpendicolari.

3. Sia O il centro di un circolo che passa per i punti
B e D, e sia M il punto medio di BD: far vedere che OM

& perpendicolare a BD.

4. Se A e O sono due punti di una circonferenza, veri-
ficate:che il centro di questa . sta sulla retta che biseca AU
ad -angolo. retto.

Cid posto, fate vedere in qtml modo.si pud trovare il
centro della circonferenza che passa. per tre punti 4, B e C
pon in linea retta, e disegnate la cnconfewn/a

L
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Punti sovrappoesti, piegando. — Abbiamo visto
(sylu: se OF (fig, 43) & perpendicolare al margine- della
riga di carta, la retta congiungente I’colz punto ¢
# cul eszo era sovrapposto a margine piegam‘ ¢ la
perpendicolare 0Q: PG & dunque bisecato in O dal
margine,

Essendo ¢ e D due punti sovrapposti qﬁali-si vo-
gliano, quando il foglio di carta & piegato lungo una
retta A B, ¢ facile
far vedere che lo
stesso che acea-
deva per P e .
accade per Ce D,
cioe:

Dati due punti
quali siensi A e B,
se pzeghuwno la carta cost da tenerli fissi, OJ) émpwgato
su se stesso ed & bisecato ad angolo retto dalla pwga.

0id accade perchd 0D, essendo ¢ ¢ D da bande
opposte della piega, deve incontrar questa in un'
punto: ‘se il punto & M, M sta fisso e € & sovrap-
posto a D, per cui MO coincide eon MD, e gli an-‘
goli c¢he son sovrapposti sono admcen’rl eguah e‘
percit retti. : '

Se & O un altro punto qualunque dell& plega, 1'
segmenti OC ¢ 0D saranno analog: amente sovrapposm
e formeranno colla piega angoli ewuah' questl porb
non saranno retti, perchb 00D non. & una retta unma ‘

Tig. 43.
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Prolunghiamo ora DO fino in I, e trovate da voi
a qual linea sara sovrapposta la 0D’ quando si pieghi
lungo la stessa retta di prima (0C nella fig. 43).

Non ¢’¢ che a ricordare la proprietd che AB bi-
seca non solo ’angolo COD, ma anche il suo opposto
al vertice. Cosl si ha:

Se C e D sono punti sovrapposti e la piega passa per
0, 00 coinciderd con OB, e il prolungamento di OD
oltre O sard sovrapposto al prolungamento di OC puve

oltre O.
ESERCIZIO.

Se B e D sono due punti, 6 4 & un altro punto, ed &
possibile piegare la carta cosi che AB sia sovrapposto ad 4D,
verificate che la piega passa per 4. Da questo fate vedere
che il luogo di un punto,il quale si muove in modo che le
sue distanze da due punti dati si mantengano eguali, & una
retta e biseca la distanza dei due punti ad angolo retto.

Disegnare una perpendicolare senza 1’uso di
un modello d’angolo retto. — Potete ora verifi-
care che, date due circonferenze passanti per uno
stesso punto A (fig. 44), i cui centri B e D non siano
entrambi in linea retta con A, le ecirconferenze pas-
seranno enframbe per un altro punto C ed A0 sara
bisecato ad angolo retto da BD. Non avete che a
piegare la carta lungo la linea dei centri BD: allora
ognuna delle circonferenze & ripiegata su se stessa.
Il punto € a cui 4 & sovrapposto, apparterrd certa-
mente ad entrambe le circonferenze, e A sara bise-
cato ad angolo retto dalla piega.
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Questo ei rende possibile la costruzione dells rebia,
perpendicolare ad una retta BD da un punto fuori di
o882 senza far uso ‘ | | |
del modello d’an-
golo retto. Non ab-
biamo che a sce-
gliere  due punti
della retta data
come centri, descri-
vere due circonfe-
Tenze passanti per
4 e congiungere 4 . 44.

coll’; i i
sIPaltro punto d’intersezione delle due circonferenze.

i}nﬁersezmni di due circonferenze. — M facile
;megnare due circonferenze che non si seghino af-
atto. Troverete che cosi accade sempre se la somma

. Fig. 45 a.

dei due raggi & minore della distanza BD fra i centri
(ig. 45 «). Se la somma & precisamente eguale alla
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distanza fra i centri, le due circonferenze p:mﬁemnn(?
per un’ punto: comune 7" appartenente alla linea dei
centri: si dice allora che le due circonferenze s toc-

Rig. 45.0.

cano, € diciamo  che si toccano esternamente poifh\é
dgnuno dei due circoli & posto fuori dell’altro (fig. 4‘;) 7 )
In un altro modo due circonferenze possono toccarsi
(fig. 45 ¢): uno dei circoli sta
tutto dentro Valtro, e si dice

che si toceano internamente.
Se la somma dei raggi &
maggiore della distanza BD
| fra i centri, le circonferenze
¢’ incontranc sempre in due
punti, come nella fig. 44, Ca~
pirete come vada questo dopo

Fig. 45c- aver studiato i triangoli.

Se. i raggi delle due circonferenze "per A nella
fig. 44 sono eguali, guando pieghiamo. in modo che

Perpendicolaritd 87

i centri B e D coincidano la piéga passa per A.
(Esere. pag. 84): similmente passa per (: sappiamo
pure che la piega biseca BD ad angolo: retto. In
conseguenza, se M :
& il punto medio
di- BD (figura 46)"
A, M e O stanno
sopra una stessa
retta, e questa ¢ la |
perpendicolare
condotta a B.D da
M. (Bserc.pag. 61).
Questo  ¢i  fornisce
wn metodo per dise- ,
ghare una perpendicolare & wna retta dita da un punto
M dato su di essa, senza bisogno di un modello d’an-
golo retto. Bisogna soltanto segnare sulla retta due
segmenti eguali MB ed MD, e descrivere con centri
in B e D dué circonferenze congruenti, badando che
s’incontrino, il che avverra se il loro raggio & mag:
giore di MB o MD (per Desattezza del disegno &
meglio che tale raggio sia molto maggiore, cosi che
i punti 4 e € possano essere abbastanza lontani e
servir meglio-di guida-alla riga quando vengono con-
giunti): AC ¢ la.richiesta perpendicolare da M. -

La fig. 46:6 molto utile: ne. possiamo derivare tre
altre costruzioni col solo disegno senza bisogno di un
modello o di una misura segnata sulla;riga di carta

A

)
Fig. 46.
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o di piegature. Sono le seguenti: 1° Bisecare un dato
segmento BO. 2° Bisecare un angolo BAD. 3° Condurre
una  perpendicolare a wna retta BD da un punto A
fuori di essa o da un punto M su di essa senza U uso
di un modello d’ angolo retto. Vi sard facile eseguire
tali costruzioni senza che vi vengano indicate qui.

I, ROMBO.

§ 14. Definizione del rombo. — La figura ABCD
del n. 46 si chiama rombo.

Un rombo é wna figura quadrilatera giacente in wun
piano, i oui lati sono segmenti equali.

I segmenti AC, BD, congiungenti vertici opposti,
si chiamano le sue diagonali: dal greco dia, che si-
gnitica a traverso, come abbiamo gia trovato per dia-
metro, e gonion, che vuol dire angolo, la parola si-
gnifica segmento condotto dall’uno all’altro angolo:
abbiamo gia trovato prima la parola diagonale, quando
parlavamo del parallelepipedo rettangolare. T facile
vedere che, piegando il rombo lungo la diagonale
BD, A coincide con C, i segmenti AB e OB si so0-
vrappongono, come pure AD e CD, per modo che il
rombo & ripiegato su se stesso: se si piega secondo
I’altra diagonale, A0, B si sovrappone a D, e di
nuovo il rombo & ripiegato su se stesso. Abbiameo
quindi i seguenti teoremi.
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Le diagonali del rombo si bisecano scambiovolmente
ad angolo retto ed ognuna & bisettrice dell’ angolo del
rombo pel cui vertice passa. QUi angoli opposti del rombo
sono fra loro eguali.

Simmetria del rombo. — Vedete che un rombo é
simmetrico rispetto a ciascuna delle sue diagonali. Pie-
gando il foglio secondo qualunque altra linea, si trova
che le due parti non si sovrappongono, in conse-
guenza il rombo ha due ¢ due soli assi di simmetria,
che sono le sue diagonali.

Area del rombo. — Il rombo, come il ecircolo, ha
un’area: vale a dire il suo cireuito divide il piano in
due parti, una delle quali non cambia mai considerando
porzioni diverse di
piano in cui il rombo &
contenuto, mentre ’al-
tra parte ingrandisce
col crescere della por-
zione di piano. Nella
fig. 47 Parea del rombo T~
& tratteggiata: ogni F].gf' @
punto di essa che non
stia sul circuito si dice che giace entro il rombo, e un
punto che non sia ne interno neé sul circuito si dice
esterno al rombo.

D

Costruzione di un rombo. — La fig. 46 ci insegna
a costruire un rombo data la lunghezza dei swoi lati o




iy Il rombo

di una delle sue diagonal@'; esi puo servirsene per ot-
tenere una costruzione del rombo data la lunghezza delle
due dic&gonali, poiche le diagonali del rombo si bi-
secano ad angolo retto. '

Tali costruzioni si possono facilmente ottenere colla
piegatura.

Piegare un rombo date la lunghezze delle sue diago-

neld ¢ — Plegdte due rette (1) e (2) ad angolo retto, se-
o gantisi in- M : sulla (1). pren-
(2) dete due  segmenti - eguali

dalle due parti di M, lunghi
. ognuno la metd di una delle
diagonali, ¢ sulla (2), dalle
due parti di M prendete due
segmenti ognuno eguale alla
(1) metd de1.1’a1tm diagonale, e
piegate fra gli estremi d
questi quattro segmenti. Ot-
terrete il rombo richiesto
(fig. 48).
Piegare wn rombo data lu

Fig. 48.

une delle sue. diagonali: — Piegate una retta (1) e
segnate su di essa un segmento. BD eguale alla dia-
gonale data e un segmento BE eguale al lato dato.
Bisecate BD ad angolo retto ripiegéﬁdo Bsu D, e
siala retta ottenuta (2). Piegato il foglio lungo BD,
piegate ancora il margine che cosl si ottiene finche #

lunghezza, de’ swoi lati ¢ di

I rombo a1

venga a porsi sopra la linea (2), sempre mantenendo
B fisso. Sia A il punto a cui F si sovrappone.. Pie-
gate lungo BA il foglio ancora piegato lungo BD:
(2) lapiega, prendendo i due doppi
del foglio (*), d& B4 e BC. Pie-
gati allora DA e D0, il rombo
richiesto & ABCD.(fig. 49).

. B
Fig. 49. ) U Fig. 50.

Disegnare un rombo cot lati egquali un - segmento
dato ¢ di cuwi un angolo sia eguale a un angolo dato.

METODO 1° — Si puo operare mediante un modello
dell’ angolo dato i cui lati abbiano la lunghezza dei
lati del rombo. Questo metodo tuttavia non da una
grande esattezza. .

MEeTODO 2° — Segnate un segmento AB eguale al
lato dato (fig. 50). Con ,eentro in B econducete una

(1) Lo spessme della carta puo iare che questa oostrumone non dia
tutta lesattezza desiderabile. ot meglio, dopo aver ottenuto con £ il
punto A separare la parte del foglio contenente O:da quella dove & A,
o piegare BA. da solojin segmto, ripiegato H su O, plen‘aw da sola BC,
(Cfr. nota’ a pag.93).
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circonferenza passante per A. Costruite un angolo
ABC eguale all’angolo dato, il cui lato BC incontri
la circonferenza in ¢. Centro in 4 e in € e collo
stesso raggio di prima, disegnate due circonferenze:
queste passeranno entrambe per B, e, siccome A,
B e O non stanno su una linea retta, si taglieranno
in un-altro punto; D. ABCD & il rombo che si voleva.

ESERCIZL

1. (@) Piegare e (b) disegnare un rombo, data una dia-
gonale @0 e la direzione di uno dei lati AQB. (Vedi fig. 99.
La retta che biseca CQ ad angolo retto & Palira diagonale,
che a sua volta & bisecata da CQ).

2. () Piegare e (b) disegnare un rombo, dato un lato QO
e la direzione del lato adiacente @B. (Vedi fig. 100. Una
diagonale biseca l’angolo C@QB, laltra ¢ la perpendicolare
a questa uscente da ().

Piegare il rombo. — Piegate una retta (1) (fi-
gura 51). Piegate ora la (2) che faccia un angolo qua-
lunque colla (1). Strappate la parte superflua del
foglio, lasciando solo due orli abbagtanza stretti vi-
ino a (1) e a (2). Tenendo Vorlo ripiegato sotto (1),
piegate (3) sovrapponendo (1) a (2). Non lasciate la
carta piegata lungo (3), ma, tenendo ancora Vorlo pie-
gato lungo la (1), segnate su questa il punto B a
una distanza arbitraria dal vertice A dell’angolo co-
struito, e piegate (4) perpendicolare a (3) e passante

Il rombo a3

per il punto B, sovrapponendo (3) a se stessa e te-
nendo B fisso. Lasciando allora piegato il foglio
lungo (1) e (4), piegate (5) in modo che coincida

B
f’ >
a 1
. ,
sty PR

Fig. 51,

con (1). Similmente piegate (6) mediante (2), prima
ripiegando 1’orlo sotto (2), poi piegando lungo (4),
e infine piegando il foglio in fnori lango 1a (2) (4)

(1) In tutte le costruzioni seguenti mediante la piegatura & bene ri-
cordare che & sempre pitt facile piegar bene da un punto in una data
direzione ¢che piegare fra due punti dati, ed anche che una linea richiosta
per la costruzione non si deve mai piegare col foglio doppio, perché in
tal ¢aso lo spessore-della carta sarebbe causa di inesattezza, ma si dove,
quando & necessario, come in questa costruzione, piegare il foglio in fuori

lungo la piega gia fatta colla quale deve coindidere la piegatura che
si sta facendo.
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Angoli di un rombo. — Vedete che non & neces-
ario conoscere entrambi gli angoli di un rombo: co-
joscendo un angolo e la lunghezza di un lato si ha
1 rembo interamente determinato, ¢ 10 sono gli angoli
cimanenti: uno di questi, Pangolo opposto al dato, &,
lo sapete, uguale al dato, e, gli altri due, ad esso
adiacenti, sono eguali 1’uno all’altro: come possiamo
determinare a qual angolo sono eguali enbrambi?
Vedrete che sono supplementari all’angolo gia noto,
vale a dire ognuno di essi da con quello due angoli
retti. Non potete ancora dimostrar questo, ma potete
procurarvi la soddisfazione di vedere che & vero pie-
gando nel modo geguente. '

Bisecate uno dei lati del rombo in I (fig. 52). Ve-
drete ora che uno dei due punti A e D, prendiamo

B ‘ A, pud esser condotto, te-
Jc ol nendo fisso I e piegando,
& A a giacere sopra DC e poi

7 /// / si pud disporre AL e DL

/ 1"uno a lato dell’altro: tro-
// verete émllom che il mar-
L gine AB sta lungo DC,
o “cost che idueangoli LDC
ad LAB del rombo sono perfettamente gupple-

Fig, B2

mentari. ~ o
11 punto C sta in tal caso gotto un punto di 4B, e

vedrete che vi & possibile piegare in su B, che sta
oltre (, cosl da, portarlo vicino ad esso, € ancora 1

Il gquadraio o

due angoli cosl .addossati del vombo LDC ed LAB
sono supplementari. } o ,

Fatto tutto questo, voi avete ripiegato il rombo in
una figura quadrilatera avente un angolo retto a
cinseun vertice, detba rettangolo. Piu tardi diremo
qualcos’altro dei rettangoli. Le faccie di un paralle-
lepipedo come quello che noi avevamo considerato
sono rettangoli. I lati di questo rettangole non sono
putti eguali. Un rettangolo di cni tutti i lati siano
eguali & una speeie particolare di rombo, a voi ben
familiare, che si chiama quadrato.

IL QUADRATO.

§ 15. Definizione del quadrato. — Il quadrato éun
caso particolare del rombo. Se uno degli angoli del
rombo & retto, il rombo & un [p c
quadrato (fig. B3).

Ognuno degli angoli del
quadrato & retto, poiche un an-
golo retto ha per supplemento
un angolo retto; ma non & ne-
cessario dir questo nella defini-
zione del quadrato, basta dire
che & retto uno degli angoli.

Siceome un modello d’an-
golo retto si pud costruire e adoperare con molta pre-
sisione, & facile disegnare un quadrato col primo me-
todo dato per la costruzione del rombo.

Fig. 55,
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Piegare un quadrato. - 8i pud operare come nel
caso generale, ma la piegatura puo in questo caso
esser resa pitt semplice, essendo cosl facile condurre
una retta perpendicolare ad un’altra da un punto
preso su di essa o fuori di essa.

> — 6 ¢

GE | 7]

Fig. b4.

Dopo aver piegato le (1), (2) e (3) al modo di prima,
non ¢’® bisogno di piegare P’altra diagonale (4).

La retta (5) si pud piegar subito passante per B e
perpendicolare alla (1), e, se & C il suo punto @’ in-
contro con la (3), la retta (6) si pud piegare perpen-
dicolare alla (5) e uscente da €. Se non v’importa di
segnare entrambe le diagonali, potete, in luogo di
piegare la (3), curvare solo (1) su (2) senza premere,

i
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in modo da ottenere su (2) il quarto vertice D, e
allora piegare (6) perpendicolare g ( 2) & partente da D ;
o anche si puo adoperare una riga per fare A0 della
lunghezza voluta (fig. 54).

Le diagonali di un quadrato sono eguali. — Si pud
verificar questo colla riga, o, se si & ben certi che
ciasenn angolo della figura costruita sia retto, si puo
dimostrarlo piegando nel modo seguente : Piegato il
quadrato cosi che A sia sovrapposto a D, essendo gh
angoli in 4 e in D retti, AB coincidera con DO, e
B stara su ¢ poiche questi due segmenti sono eguali:
anche 4D e BC saranno ripiegati su se stessi, ¢ la
piega li dimezzerda. Percio la parte della diagonale
AC che sta vieino ad 4 coinciderd colla parte della
diagonale DB vicina a B, giacchd queste sono le
bisettrici degli angoli retti sovrapposti. In conse-
guenza, se M e intersezione delle diagonali, ne segue
che M sta sulla piega ed MA & sovrapposto ad MD,
cosl che queste due metd di diagonali sono eguali, e
percio sono eguali le diagonali stesse.

Simmetria del quadrato. — Abbiamo visto che il
rombo & simmetrico rispetto alle sue diagonali, ac-
cadra percio lo stesso del quadrato; ma questo ha
due altri assi di simmetria: sapreste dirmi quali?
L congiungenti i punti medi di duwe lati opposti. Se
piegate lungo una di queste, gli angoli consecutivi

T Youxa, Geometria,




i 1l gradratio

sono sovrapposti 'uno all’altro, mentre, piegando
lungo la diagonale, si sovrapponevano due angoli op-
posti, e le due meta degli altri due si ripiegavano
Vuna sull’altra. C

Disegnare un quadrato. — Non volendo adoprare
un modello d’angolo retto, uno dei modi migliori di
disegnare un quadrato & di co-
gtruirlo secondo la fig. 46, pren-
dendo come diagonale del quadrato
BD (fig. 55).

Si deseriva un cireolo con centro
in M, punto medio di BD, la cui
circonferenza passi per B e D ¢ in-
contri la perpendicolare A0 in £ ed
F. Congiungendo, BEDF & il qua-
drato. Questo dd un metodo per di-
segnare un quadrato le cui diago-
nali hanno una lunghezza data. Se
® data la lunghezza del lato, possiamo invece ado-
perare la fig. 46 per ottenere un angolo retto ¢ ter-
minare poi la costruzione come per il rombo (fi-

gura 50).

Nella fig. 55 il quadrato & inseritto in un circolo,
ossia disegnato coi vertici sulla circonferenza. 11 eir-
colo si dice circoseritto al guadrato.

Il centro del circolo civcoscritto ¢ nel punto &'inter-
sezione delle diagonali del gquadrato.

1l quadrato 99
Area di un quadrato. — I’area del quadrato &
parte dell’area del cireolo circoseritto, quiﬁdi (pér ii
nestro assioma che il tutto & .
maggiore della parte) Varea di
un circolo & maggiore di quella
del  quadrato im esso imseritto
(tig., 56),

ESERCIZL

1. Descrivete un quadrato so-
pra un dato segmento, e circosecri-
vete ad esso un eircolo.

2 Deserivete un circolo e iseri-
xr}iﬁ;{f i esso un quadrato. Fate vedere, mediante la r
zione, che tutti 1 quadrati inscritti nel medegvim a'{omk
Lzmno lati eguali ed aree eguali. v cireolo

)’ Dm(?gnate un quadrato : bisecatene i lati e congi
gete i punti di bisezione. Tate vedere che questi bmnj
Hmitane un guadrato. T e megmentt

Tale quadrato ¢ inscritto nel quadrato maggiore. Cir
wrwefm un eircolo intorno al quadrato pil piccolo-lf éw o
che I'interno del eircolo & tutto rinchiuso nel qua(ir‘v f le_tfi
gru,n.de, e cosi & per la sua circonferenza : Questa a:; " piu
per i quattro punti di bisezione. Questo “circolo g ihh;: S.(;tO
xif>l quadtmtoz il suo centro & pure mnella intersezion (;1)1 o
diagonali. Il quadrato maggiore & circoscritto a Ju i o l‘e
oolo. L'area di wun circolo & minore di quella de(% " (szlll"
wid esso circoseritio (fig. 56). quacdvato

Fig. 56,

‘ -Paragone delle aree di dati quadrati. — Se ab-
i:)!&l/lil(? due quadrati aventi i lati eguali, ABOD e
PQRS, si pud costruire un altro quadrate coi laﬁl
eguali in un altro foglio, ed & chiaro che si pot-r;i
sovrapporre questo terzo quadrato a ognuno degli
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Altri. In conseguenza quadrati cot lati equali sono con-
gruenti, ed hanno pereid la stesm areft. o '

" Dati due quadrati ABOD, PQRS coi lati diseguali,
ano di essi avra i lati pitt lunghi: sia il quadrato
ABCD (fig. 57). Noi possiamo allora tagliare :1,11?1
parte AN, sopra’ AB, eguale a PQ, e eompl.etam ”;
quadrato AEFH sopra AE dalla parte su cui sta D:

c . D
ra - HI R 5
P
B _E 4110
Fig. bl.

naturalmente questo nell’angolo in A si adatta esa,.t-
tamente al quadrato ABCD. Cid si vede forse m{%gho
se i quadrati sono piegati, come nella fig. 54-: L’z’u'ez%
del quadrato AEFH & allora solo parte dellVarea di

ABCD, ed & percid minore di quella di ABOD; ma”

il quadrato ABFH & congruente a PQRS: pereio il
quadrato PQRS, di lato minore, ha anche minor aved
del quadrato ABCD, di lato maggiore. -

T da notare che- il cireuito o perimetro ALFH &

pure minore di quello di ABOD, giacehe vale quattro

volte A, il che fa meno di quattro volte 45. &

importante notar. questo, perche, guando. confronta~

1l quadrato 1ot

ramoe eireoli non congruenti, potevamo confrontarne
e aree direttamente per sovrapposizione, ma non ei
era possibile sovrapporre alcuna parte dei loro eir-
cuiti, per modo che non potemmo trarre alcuna con-
clusione sulle grandezze relative di questi.

Dunqgue: per confrontare le aree di . due quadrati
basta confromtare i lovo lats: il quadrato di lato mag-
giore ha maggior area e, se i lati sono eguali, le aree
om0 pure eguali.

Misure d’area. — Un quadrato avente per lato un
centimetro viene detto un centimetro quadrato. Dato
un quadrato avente per lato due centimetri, se si
dimezzano 1 suoi lati opposti, e si congiungono i
punti di divisione sui lati, si divide il quadrato
in quattro quadrati aventi un centimetro di lato:
quindi 'area di un quadrato di lato 2 centimetri ¢ 4
centimetri quadrati (4 em.2?) o due volte due centimetri
quadrati. Analogamente I'area diun quadrato di lato
3 centimetri vale 9 centimetri quadrati o tre volte
tre centimetri quadrati, e quella di un quadrato di
lato quattro centimetri & 4 volte 4 o 16 centimetri
quadrati. Questi numeri, 4, 9, 16, 23, 36, ecc., sono
chiamati quadrati. Quattro & detto il quadrato di due,
& si serive 2% nove ¢ il quadrato di tre, 3% e cosd
di seguito, perche sono il numero di centimetri qua-
drati dell’area dei quadrati di cui ora si & parlato.
La regola per calcolare il nnmero di centimetri
quadrati contenuti in un quadrato qualunque & la
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seguente: 8 misuri col centimetro il lato del quadrato ¢
si moltiplichi il numero di centimetri ottenuto per il
nuwmero stesso, o, come si suol dive, si faccia il quadrato
di tal numero: il prodotto dd il nwmero di centimetri
quadrati dell’ area.

Si vede subito che tutto quanto abbiamo detto &
ancora vero se prendiamo un metro o qualungue altra
‘unite, di lunghezza in luogo del centimetro. I’area del
quadrato, di lato un metro, & detta un metro gua-
drato. (1m?2), Parea del quadrato avente per lato 2
metri & 4m?, e cosl via.

ESERCIZI.
1. Fate vedere mediante la piegatura che 'area di un

N

gquadrato avente per lato mezzo centimetro & un guarto di
centimetro quadrato.

. . N ol

2. Fate vedere che ’area di un quadrato di centimetyi 2

di lato vale centimetri quadrati 6 ;

IL CUBO.
§ 16. Definizione del eubo. — Dicesi cubo un pural-

lelepipedo rettangolo avente Ui

> | spigoli eguali.
Costruiremo ora un campione
N ! 6 | di cubo. La fig. 585 ne da il
I ; modello ("), che (?lapprim'a- bi-
sognerd piegare, in seguito li-

(" La fig. 583 @ & cid che si dice lo sviluppo del cubo: & un modello di
eubo senza facee superflue da ripiegare. Disegnando lo sviluppo di un

13

12
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berare della parte tratteggiata e incidere lungo le
linee pin premute. Si bada allora che tutte le pieghe

5 7

5“ 1a 5 2{1

AR

// 6a 2

5
i

11

10

///aw
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7
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9
8 6 4 2 3 5 7
Fig. 58%. (@) Sviluppo e (b) modello piano del cubo.

siano fatte dalla, stessa banda (voglio dire che, pie-
gando il foglio lungo qualsiasi di esse, stia sempre

cubs sopra un pezzo di cartone, passando-leggermente con un temperine
lango le linee di separazione delle faccie, e poi ritagliando lo sviluppo
si pud ad esso far prendere la forma del cubo,e farlo stare a posto cm:
liste di earta da francobolli o di altra carta gommata. Non ? tuttavia
cosi facile costruire il cubo in questa maniera come il piegarlo nel modo

‘indicato alla fig, 58b. Non daremo . percid mai gli sviluppi, ma dei mo-

delli da piegare. X facile da uno di guesti oftenere lo sviluppo omet-
tend@ }e‘ fz'mce in pil che vengono adoprate per ripiegare in dentro.
%’er ogni figura Palunno potrd costruire da solo lo sviluppo, come eser-
eizio,
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al di foorj una stessa pagina). La figura viene infine
connessa, piegando i quadrati che portano lo stesso
numero l'uno sotto ’altro, Iordine delle lettere mo-
strando quale dev’essere posto pilt sotto: cost 15
va sotto 1a e 1 sta all’infuori di tutti i quadrati se-
gnati colla medesima cifra.

Non c¢’¢ aleuna difficolta a mettere i quadrati a
posto: il quadrato 6a & 1’ultimo da collocare e tiene
ingieme tutto il cubo.

Piegando il modello sard conveniente piegare le
rette nell’ordine indicato dalle cifre ai margini. Prima
si plegano (1) e (2) ad angolo retto, poi si piega (3)
perpendicolarmente ad (1), essendo la distanza fra (2)
e (3) il lato dei quadrati che limitano il cubo. Le
altre rette fino a (8) si piegano di seguito perpendi-
colari a (1) e ottenendole da una di quelle costruite
prima (1): per esempio la (4) & ottenuta piegando il
foglio lungo la (2), poi piegando la (3) dalla banda
opposta in dentro e infine piegando all’indietro 1'altra
metd del foglio. in modo che il margine che si ottiens
coineida con (3). '

Per ottenere i rimanenti lati dei quadrati, prima
pieghiamo la diagonale (9) facendo coincidere (1) con
(8): & meglio usare questa diagonale aftinché non
resti piegata alcuna delle faccie esteriori del cubo.
Le rette rimanenti si ottengono in ordine, (12) e (13)

() Ofr. 1a nota & pag. 98/
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vengono piegate mediante (11) e (10) essendo il fogiio
piegato Iungo (1).

La figura & molto migliore se, in luogo di apporre
alle facce numeri e lettere, si da loro una tinta, la
sbessa a quelle che hanno lo stesso numero. Per cid
che avremo a dire in seguito, supponiamo che le
facee siano state colorate nel modo seguente:

1. arancio 4. cremisi
2. verde 5. violetto
3. rosso vivo 6. giallo chiaro.

Lia convenzione ci sara utile in seguito, quando ci: ae-
cingeremo a tagliare il cubo,

La fig. 59 mostra il cam-
pione finito: si possono tro-
vare parecchi oggetti a noi
familiari i quali hanno la~
forma di cubo.

Faecce, verticl e spigoli
del eubo. — Contiamo ora
il numero delle facce, dei
vertici e degli spigoli del
cubo. Ricorderete di averlo fatto molto pill indietro
per il parallelepipedo rettangolo, e siccome del pa-
rallelepipedo rettangelo il cubo & un caso partico-
lare, 1 numeri saranno gli stessi.

Tacce 6 Bpigoli 12
Vertici 8 , 2.

Fig. 59.

14 14
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Aggiungendo al wumero delle facce il numero der vey-
tici ¢ aggiungendo due al numero degli spigoli si ottiene
in ambi 1 casi il medesimo risultato. Troverete che la
stessa cosa st vevifica per tutte le figure solide limitate
da porzioni di piano. '

Abbiamo adoperato i primi sei numeri per nomi-
nare le facee del cubo: come nomineremo gli spigoli?
Si possono usare delle coppie di numeri, nominando
ogni spigolo mediante i numeri delle due facce che
passano per esso: allora (1,4) & lo spigolo secondo
cui si incontrano le facce 1 e 4.

Mediante gli stessi numeri, come nomineremo i
vertici? Si possono usare i numeri delle tre facce
concorrenti nel vertice, cosi che gli estremi dello
spigolo (1,4) sono i vertici (1,4,3) e (1,4,5).

I questo un modo di nominare facce, vertici e
spigoli diverso da quello usato per il parallelepipedo
rettangolo. Avremmo naturalmente potuto fare come
allora : si cominciava col nominare i vertici colle
otto prime lettere dell’alfabeto, ogni spigolo avsva
guindi due lettere, e tre lettere indicavano una faccia.
Ma ricorderete che a questa maniera una stessa faccia
poteva essere indicata con nomi diversi, giacche in
ogni faccia vi sono quattro vertici, e a noi non ne
oceorrono che tre per nominarla. Le otto letters erano
di fatto pitt simboli del necessario per nominare ver-
tiei, facce e spigoli del cubo e vedrete che bastano
sei simboli soli. Abbiamo qui preso come simboli i

Il cube 17

;xu primi numeri: potevamo naturalmente prendere
vece le sei prime lettere, o i nostri sei ecolori, o
qualunque altro simbolo ci piacesse, ma, una volta
che ne abbiamo scelti sei, ¢’6 uno ed un solo nome,
per ogni faceia, vertice, o spigolo del cubo, che sia
formato con essi.

Diagonali. — Nominiamo ora le diagonali delle
facee, dando ad ognuna il nome dei vertici che essa
congiunge. Non esse sole sono le linee congiungenti
i vertici: quale, fra queste ultime, non & diagonale
41 una faceia?

La retta congiungente (1, 3, 4) con (2, 5, 6). No-
tiamo che compaiono qui tutti e sei i numeri, mentre,
s¢ sl nomina una diagonale d’una faceia, ne manca
uno, appartenente alla faccia opposta a quella di cui
si sta nominando la diagonale. Che cos’s la retta
congiungente (1, 3, 4) con (2, 5, 6)7 Una diagonale
del cubo. Tenete questo in modo che tale retta stia
verticale. Non la potete vedere, perch® sta nell’in-
terno del cubo, ma potete imaginarla. Se il cubo
fosse di vetro, e 'in esso un filo colorato congiun-
gesse quei due vertici opposti, vi sarebbe possibile
vederla. Mentre tenete ancora come prima il cam-
pione di cubo, indicatemene le altre diagonali e di-
temi come le ghiameres’ce: (2,4,5) (1, 3, 6); (2,3, 4)
(1, 5, 6) e (1, 5, 4) (2, 3, 6).
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Tenete ora il eubo col pollice e Vindice sulle facce
4 e 6, lo spigolo (1, 3) in alto e la faceia 1 verso di
voi, eome nella fig. 61. Ji possibile far passare un
piano per tre punti quali siensi.

yonducendone uno per i punti (1, 5,6), (1, 5, 4) €
(2, 8, 4) come sara €sso posto ? Orizzontalmente.

Come tagliera le rimanenti facke del cubo? Ve-
drete facilmente che incontra il cubo mnello gpigolo
(2, 3) e passera cosl per il punto (2, 3, 6) sulla faceia 6:
passa anche per il punto (1, 5, 6) opposto ad esso
sulla stessa faceia 6. Taglierd dunque il cubo lungo la
diagonale di essa faccia passante per quei due punti.

Abbiamo. cosi dunque quattro vertici-del cubo che
siaceiono in un piano che non & una faccia del eubo.
Quattro punti presi a caso sappiamo che non giac-
¢iono in un piano: qui il fatto dipende dalla sim-
metria del cubo. Quali delle diagonali del cubo stanno
su questo piano? (1, 5, 4), (2, 3, 6) e (1, 5, 6), (2,
3, 4). Analogamente le altre due diagonali del cubo
giaceiono in un piano il quale nella posizione in eui
tenevate la figura (fig. 61), & verticale.

Secondo un piano 1noi possiamo tagliare. S(, ta-
gliamo secondo questo, che cosa avverrd del cube?
Fsso rimarrd diviso in due eunei.

Vedremo ora come 8i Possano costruire due tali
cunei che riuniti costituiscono il cubo e in cui si
vedono, sul piano di divisione, le diagonali del cubo
ztesso, ’ ‘
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Coppia di cunei costituenti un cubo. — La ii-
gura 60 ne da i modelli. La linea (1) divide 1’11%1
eunf'm dall’altro. Sono state segnate cogli stessi nu;
meri le pieghe che si corrispondono nei due cunei
accentando gli spigoli posti inferiormente nel moj
dello. Le linee fino a (4) e (4) sono piegate cowme
per il eubo.

. La (3) biseca gli angoli fra (1) e (2) e dd su (3)
il punto per cui deve passare la (6). Si deve piefm\‘n;,
3.1117infuori (7) mediante (6), essendo il foglio piei‘ato
in dentro lungo (2), mentre (8) biseca l’ahgolo d? (4)
¢ (6). Bi piegano ora (9) e (10) perpendicolarmfenté
a (8) e passanti per le intersezioni di questa rispet-
t%vam@nte con (2) e (6). Per piegare (11) si fa coin-
cidere (9) con (6) piegando il pit leggermente possi-
bile: (11) giace allora su (3) e, facendo su (9) uns
¥'>ieghetta nel punto dove (6) incontra (3), otteniamo
il pnnto P per cui (11} viene piegata perpendicolar-
mente a (9). Si piega allora (12) perpendicolare a (11)

e passante per intersezione di questa con (2). o

Le linee punteggiate si ottengone pit facilmente
dopo aver ritagliato il modello., I numeri sui qua-
drati e mezzi quadrati corrispondono a quelli usati
prima per il cubo. Le due faccie pilt estese senza
numeri sono le sezioni all’interno del cubo; e, colo-
rando i modglli, dovranno essere tinte in azzurro

chiaro, secondo la nostra convenzione di fare azzurra
la parte interna del eubo.
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¥ig, 60, Modello pianc dei due cunei che riuniti costituiseono il cubo.
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Le diagonali del cubo, che stanno su quesie facoe,
possono, se si vuole, venir disegnate sul modello, ¢
sono le diagonali delle facce azzurre.

Centro del eubo. — Il punto d’intersezione delle
diagonali delle facee azzurre di uno .dei nostri cunei
si chiama eentro del cubo. B un punto interno al
¢ubo, in modo che, guardando la figura del cubo,
non lo si pud vedere, ma si pud figurarsi dov’e: sta
in mezzo al cubo, ecosl come il ecentro della sfera sta
in mezzo alla sfera.

Disponete le vostre figure del cubo e dei due cunei
che lo ricostruiscono accanto dinanzi a voi, con la
taceia 4 in alto, e lo spigolo, (1, 5) piu
vicino a voi. 11 piano di sezione dei
ecunei & allora verticale e va nella
vostra direzione: vedrete subito qual |
¢ il punto della faccia superiore 4 sotto
cui sta il eentro: & 'intersezione delle
diagonali di questa faccia. Se noi ta-
gliassimo il cubo secondo I’altra dia-
gonale di 4, non ottenendo pilt le
facce azzurre dei nostri cunei, questo taglio passe-
rebbe anche per il centro, e taglierebbe di nuove
il cubo in due cunei come i precedenti, non diversi
per altro che per la posizione diversa dei colori sulle
loro facce. Le facce azzurre di questi nuovi cunei
conterrebbero ancora il centro, il quale sarebbe Pin-

Cubo tagliato in due.
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tersezione delle loro diagonali, che sono le rima-
nenti due diagonali del cubo. In conseguenza le quatiro
diagonali del cubo 8 intersecano in un punto: questo ?7 wnto
¢ detto centro del cubo: esso giace proprio sotto 'inter-
sezione delle diagonali di qualunque faccia ci piaceia
di porre in alto.

Simmetria del cubo. — I due cunei ottenuti ta-
gliando in due il cubo somo (a meno. dei col?ri, i
quali non sopo ¢he un modo per indicare le facee,
e non una parte essenziale del cubo) perfettamente
egnali uno all’altro : sono riflessioni 'uno dell’altro,
cé:ﬂ che il cubo é simmetrico vispetto al ptano passante
per due delle sue diagonali. .

Quanﬁ saranno i piani come questo? Tanti ql%;mm
sono le facce, percheé ognuno passa per una diago-
nale di ciascuna di due facce opposte, per modo da
psserci una coppia di piani per ogni coppia di f:acce
opposte, e cioé tanti piani ’quzmte fac(?e. Abl'ua‘mw(}
dunque sei piani rispetto-ai quali & simmetrico il
cubo, e ciasecuno di essi passa per il centro. o

I piani di simmetria del cubo non sono questi soli.
Potete indicare gli altri guardando la figura?

Lia retta secondo cui uno dei piani considerati
taglia una faccia del cubo deve naturalmente essere
una linea di simmetria per quel ‘quadrato.

Qunali sono le linee di simmetria di un qua(ira:t(?
oltre le sue diagonali¥ Le rette congiungenti i punti
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medi de’ suoi. lati opposti, e tali rette passano per
Vintersezione: delle diagotiali. del- quadrato. Se ta-
gliamo gii dritto il cubo premendo sulla retta eon-
giangente i punti di mezzo dei lati opposti (1, 4) ¢
(2, 4) della faceia superiore 4 del cubo, per quale
punto interno al cubo andremo a passare? Per il
centro. Questa sezione bisecherd i lati opposti delle
facce 1 e 2 che stanno dalle due parti della faceia 6:
quindi il nostro piano divide in parti simmetriche
le facce che taglia e le facce rimanenti, 3 e 5, sono
riflessioni Vuna dell’altra sul piano di sezione, ¢osi
che il cubo stesso ¢ diviso simmetricamente da un piano
per il centro il quale bisechi una coppia di lati opposti
di qualungue delle facce.

Quanti saranno questi piani? Tanti quante sono
le coppie di facee opposte, glaeché per ognuno si
ha una tale coppia che non ne puo’ essere tagliata,
per .esempio per il piano di prima le faces 3.6 5.
I piani in questione sono percio tre. Stando le figure
nella posizione che avevamo detto, due di-questi piani
sono verticali .e uno. orizzontale.

In quali figure viene diviso il cubo da uno di
questi piani? In due parallelepipedi rettangoli, Fssi
sono raffigurati alla. fig, 63, e la fig. 62 da il modello
per costruirli. Naturalmente esso differisce dal mo-
dello del  cubo. per il solo fatto che le facee non sono
tutte quadrate.” Come per i cunei di prima, si pos-
sono due di questi-parallelepipedi tagliare insieme.

3 Youne, Geometria.
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Per semplieita di figura non, si & dato il disegno cosl,
ma si puo supporre che tutta la figura venga riflessa
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Tig. 62. Modello piano di un parallelepipedo retfangolo,

dall’altra banda della retta (13) come nella fig. 60,
~ e si piegano le linee in corri-
gspondenza.

Nella fig. 62 le faccie 5 e &
sono contragsegnate da un aste-
risco per far vedere che la H*
di una delle figure e la 3* del-
Paltra sono le sezioni (azzurre)
interne al eubo. Le facce 1 a,
2¢ e 1b, devono, dopo che si

Pig. 63, Cubo diviso in due o i, 13 N
_parallelepipedi rettangoli. € ritagliato, venir piegate lungo
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' 0 dila, quello di 15 pud venir ripiegato conve-
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Fig. 65. Cubo diviso
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Se nm taghamo ora il cubo lungo il secondo degli
altimi piani di simmetria considerati, divideremo
bognuno dei due mezzi cubi in due nuovi pamlldef
pipedi rettangoli a base quadrata (fig. 63) E q'uestl
possono venir costruiti col metodo di prima mediante
il modello dato alla fig. 64. o

Se infine tagliamo secondo il terzo piano di '51'mw
metria, ognuno dei’ quattre quarti di cubo .é dwm?
in due piceoli cubi i cui lati sono lunghi la me@
di quelli del cubo dato, per modo che il cubo & di-
viso in otto di tali cubetti (fig. 66).

IL RETTANGOLO.

§ 17. — Definizione del rettangolo. — N.ellaw
figura del cuneo (fig. 60), la faccia che era sgzume
interna del cubo, e che avevamo percio tinto 1g zt?-
zurro chiaro, non era un quadrato. Hssa ra,ssm'mglm
al quadrato in quanto é wne figura piana quadﬁr'zlatew%
con tutti gli amgoli retti, ma i suoi lati non sono tubt{
eguali, sono “soltante eguali a coppie; éono tj;g‘l]ﬂ;l]
gli opposti, mentre sono diseguali gli ;Ldlacent?l.

Questa figura prende il nome di rettangolo (*).

11 nome non & del tutto indovinato, perché da
1’impressi0ne che il rettangolo sia uno speciale angolo;

(1) Cfr. 1a fine del § 14.
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mentre la parola & solo 1’ abbreviazione di Jigura
quadrilatera rettangolare.

Nelle nostre ultime figure rappresentanti divisioni
del cubo abbiamo svariati cesempi ‘di retmnﬂ“oll che
si presentano come facee dei pa;m]lelepme& costraiti.

Noteremo ¢he tanto il rombo quanto il ret’mnwolu
hanno come caso speciale il quadrato, ﬁﬂura pitt sim-
metrica, [l rombo ha tutti eguali i lati, e gli angoli
oguall a (/opple, essendo eguali gli angoli' opposti
diseguali gli adiacenti: per il rettangolo si ha qual«
cosa di analogo ; solo gli angoli sono in questo czho
sostituiti dai lati, e i lati dagli fmgoh.

C’¢ perd una differenza importante. Il lato - del
romho puo essere di qualunque lunnhef//a ci pmcom.
ma gli angoli adiacenti ‘del rombo sono supplemen-
tari; quindi il rombo & determinato, e - si pud: co-
struire, conoscendo la ‘lunghezza di un lato e 1’am-
piezza di un angolo. I’angolo del rettangolo o fisso
in ampiezza, & un angolo retto; d’altra parte non
¢’e aleuna relazione fra due lati ddlacentl, e si puo
costruire un rettangolo coi lati eguali a due segmenti

quali siensi: esso ¢ allora interamente determinato ec-

cetto che nella posizione, vale a dire tutti i rettan-
goli ottenuti in tal modo sono congruenti.

Si dice che un rettangolo & contenuto dai suoi due
lati &dmcentl. (;OSL che il rettangolo aZZUIro nella

figura del’ auneo ¢ contenuto dalla dlagonale d1 ana
faceia e da uno spigolo'del cubo. . ‘
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PERPENDICOLARITA.

» § 18. Rette e piani perpendicolari. — Quando
a,bbiamoytaglia,to il eubo in due cunei, abbiamo visto
che la sezione (azzurra) era un rettangolo. Quindi o
spigolo (1, 5), lungo il quale tagliammo e che Sil}')(5~
vamo essere perpendicolare ai due spigoli della faccia 6
che lo incontrano, sembra essere perpendicolare pure
alla diagonale che incontra della faccia 6.

Possiamo agevolmente far vedere che non solo cosi
sembra, ma cosl & veramente. Chiamiamo A il 1}}}11t<)
(1, 5, 4) su uno spigolo, e B il punto (1, 5, 6), \e
siano ¢ e D gli altri vertici della sezione (azzurra),
la quale sard quindi ABCD. Mettiamo le stesse let-
tere, accentate, per laltro cuneo. Possiamo allora
capovolgere il secondo cuneo, cosi che D’ veng% @
sovrapporsi a B, A’ a €, ¢/ ad A: Pangolo U1 V
& cost sovrapposto all’angolo ABCU, e i due angoli
saranno eguali. Si pud ora far rotare il secondo cuneo
attorno allo spigolo A’JY, cosi che la faccia 4 coin-
cida colla 6 del primo cuneo. Questo & allora collo-
bato al di sopra del secondo per modo che le loro
due facce quadrate 2 e 1 stanno sullo stesso piano
con un laﬁo comune avente un estremo nel punto che
abbiamo chiamato B per 1’una figura e D" per U'altra;
percid i lati BA e D’'(’, perpendicolari entrambi al
lato comune, giacciono sopra un’unica retta. Gl
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angoli eguali“("1’4" e ABC sono ora i due angoli
formati dalla retta ABID/(Y colla retta BC, cosl che
clascuno ¢ un angolo retto; il che dimostra che lo
spigolo (1, 5) o AB ¢ perpendicolare alla diagonale BC
della faccia 6, come gid prima a occhio ei era sem-
brato. ‘

Troverete, e potrete dimostrare precisamente nello
stesso modo che, tagliando qualunque parallelepipedo
rettangolo in due cunei eguali con una ‘sezione pas-
sante per due spigoli opposti, questd sezione & in
ogni caso un rettangolo. Si possono imaginare pa-
rallelepipedi rettangoli ottenuti dal nostro cubo fa-
cendo in modo che abbiano sempre uno spigolo disposto
lungo (1, 5) e una faccia parte della 6. Q,ua)ndo ta-
gliamo uno di tali parallelepipedi in due cunei, la se-
zione sulla faccia 6 sard una retta di essa faccia, e
possiamo fare che sia una retta qualunque seegliendo
in modo adatto i1 parallelepipedo. Percid 1, 5) ¢
perpendicolare a qualunque retta della faccia 6 che lo
tneontre. Quando una retta e un piano somo in con-
dizioni come queste, 'una rispetto all’altro, si dicono
perpendicolari. Lo spigolo (1, b) ¢ dunque perpendicolare
alla faccia 6 del cubo. B, data la perfetta regolarita
di un cubo, ne segue che ogni spigolo del cubo ¢ per-
pendicolare « qualungue faccia che lo incontri senzu
contenerlo. ; ,

Se disponiamo lo spigolo (1;5) verticalmente, il piano
6 rimane orizzontale: percio wuna vetta wverticale e wn
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piano orizzontale sono perpendicolari; o,:¢io che & lo
stesso, una vetta. verticale ¢ wuna orizzontale che si in-
contrino sono perpendicolart.

IL TRIANGOLO ISOSCELE.

§ 19. Definizione del triangolo isoscele. —
Una ﬁgﬂm plana trilatera ABD, come quella della fi-
gura 46, con due lati eguali AB, AD, ¢ detta triangolo
1s0scele.

Isos & voce greca che significa eguale: triangolo e
una figura piana con tre angoli, uno in 4, unoin B,
uno in D: A, B, D si chiamano vertici del triangolo,
e il lato-passante per due di essi dicesi opposto al
terzo. Per distinguere dagli altri due il lato diseguale
BD gli'si da talvolta il nome di base: Pangolo (con-
vesso) opposto si chiama angolo al wvertice: gli altri
(convessi) vengono detti angoli alla base.

Costruzione d’un triangolo isosecele. — La fig: 46
ei indica il modo di costruire wn triangolo isoscele sopra
une base data e con lati di data lunghezza. Non abbiamo
che a prendere per base BD e fare che i raggi dei
circoli siano eguali alla ]unghema datay ABD & allora
il triangolo voluto. La fig. 49 e’msegna a plegare un

tale triangolo.

I manifesto, da cid che si era detto riguardo al-
Vintersezione di circoli, che BA dev’essere maggiore

T’uno dall’altro e da BD, e i
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della meta di BD: a parte questa restrizione, la base
ed i lati sono del tutto arbitrari. Se il lato & uguale

alla base, il tmangolo 81 dice equilatero, cioé o lati equali.
Nown tutti i triangoli sono

isosceli; se,-in luogo di pren-
dere eguali i raggi dei due
eircoli, 1i prendiamo diversi

Fig. 67.

circoli g’incontrano in #, avremo che BDE ¢ un
triangolo non isoscele (fig. 67).

Angoli d’un triangolo isoscele. — Come si era
visto piegando il rombo, gli angoli alla base d’un trian-
golo isoscele sono egualt Puno all’altro, e ciascuno & la
meta del corrispondente angolo del rombo. D’altra
parte si pud far vedere facilmente che un trigngolo
avente due angoli eguali é un triangolo isoscele. .

ESERCIZI.

1. Tate ‘védere che'la retta congiungente il punte medic
della base di un triangolo isoscele col vertice & perpendico-
lare alla base.

2. Pate vedere che gli angoli formati dalla base d’un
triangolo isoscele coi prolungamenti dei lati sono eguali.

3. I‘wte vedere ‘che il triangolo ABC della fig. 46 ¢
isoscele. R

4. Se il foglio & pwgato -cosl che -due punm‘B ed M
siang sovrapposti a due punti ¢ ed N; e BM ¢ ON ¢'in-
contrano in A, fate vedete che A- sta sulla pxega 8 (he
ABC & un triangolo isoscele.
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Fate vedere pure che, se CM e BN s’incontra}}a ili :n:}
punto 0, questo giace sulla, piega, e il triangolo;, OB C &
lg()gi/")ﬁjl(;iegate un triangolo isosqele A.B(J: bisecafmpe i} l.atf.)
AR in N o il lato AC in M, piegate BM e CM, i qu'tﬂ};l’
taglino in O, piegate A0 e fate vedere che A0 taglia BU
ad angolo retto.

Area del triangolo. — Un triangolo, at.lalogamenti?
a un rombo, divide il piano in dug regiox.n del‘lve qvu’ah
una, ombreggiata nella fig. 67, .rl,r‘na‘ne invariata %)er
quanto noi consideriamo porzion} di piano sempre m;;
giori, e si dice racchiusa dal c1rc{u1t0 q.el trlang!()]_‘qt.‘
questa parte viene detta 1 area del tma.ngolo: 1 lati
del triangolo formano insieme il suo pe'rlmetro 3 0;{1}1
punto dell’area che non stia sul perimetro si fl}{ﬂ
interno al triangolo, e ogni punto dell"altra ’reg‘.u)n(fs
del piano, pure non appartenente al perimetro, dieest
esterno al triangolo. ‘ o

Alla fig. 46, se si piega il foglio lungo B.D, 1 trian-
soli isosceli ABC e OBD si sovrapp'ongopo,\e le loro
ei,ree, che coincidono, saranno eguali. Poichd queste
due aree prese insieme formano Varea del rombo,
ognuna d’esse varra la metd dell’area del rombo stesso.

ESERCIZI.

1. Mostrate in che modo si possa disggnm:e e .pieg:u'(?
an triangolo isoscele data la lunghezza d'el suoi lati eguali
¢ I’ampiezza dell’angolo compreso fra essi. o

2. Indicate il modo di disegnare e plegare un trmn};olo
isoscele data la lunghezza de’suol lati eguali e I'ampiezza
de' suoi angoli eguali.

1 triangolo equilatero 1%
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Angoli d’un triangolo isoscele. — Ricorderete
che ¢l slamo accertati mediante la piegatura che gli
angoli adiacenti del rombo sono supplementari; ne
segue che 1 tre angoli di wn triangolo isoscele valgono
due angoli retti; giacehe i due angoli alla base equi-
valgono all’angolo del rombo adiacente all’angolo al
vertice del triangolo. Ci possiamo assicurare del fatto
in maniera diversa, piegando nel seguente modo.

Pieghiamo un triangolo isoscele ABC, A

e bisechiamo BO (fig. 68) in L. Pieghiamo

il disegno in modo da sovrapporre A N/ M
ad L. I facile vedere che, se pieghiamo

in dentro B cosi da portarlo in L, NB \ .

coincidera con NI e ’angolo in B sard” L

sovrapposto al’angolo NLB. Similmente Fig. 68
dallaltra banda angolo in € potra esser fatto coinci-
dere con MLO. In tal modo i tre angoli del trian-
golo sono sovrapposti ai due angoli retti di vertice L.

ESERCIZIO.
Disegnate o piegate un triangolo isoscele, date la lun-
ghezza della sua base e 'ampiezza del suo angolo al vertice.

IL TRIANGOLO EQUILATERO.

§ 20. Disegnare un triangolo equi-
latero. — Se mnella fig. 46 prendiamo
i'raggi dei due circoli eguali a BD,

Fig. 69, allora ABD & un triangolo equilatero:
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questo @ il modo ‘migliore di disegnare un triangolo
equilatero (fig. 69).

Piegare un triangolo equllatero. — Piegate una
linea retta (1) e segnate su di essa due tratii in B
e (Y ner modo che BC abbla una data lunghezza, Bi-
secate. BO ad un angolo
retto conuna retta (2): te-
nendo la carta piegata
lungo B, portate in su
-1 il margine, tenendo fisso
B, fino a che € cada sulla
(2): la nuova piega sia (3)
e sia 4 il punto a cui ¢

_N\_|4 era sovrapposto. Ripie-
, ¢ 5& gate in fuori il foglio
o lungo BA sul margine BC.

Fig, 70.

Aprendo ora la carta, pie-
gate AC perpendicolare alla (3). ABC & il triangolo

equilatero richiesto.
T molto utile fare anche un’ altra costruzione di

triangolo equilatero (fig. 71), senza pieghe el trian-
golo stesso, come ve ne hanno invece in quello della

costruzione precedente (fig. 70).
Quest’ altra costruzione si fonda sull’ eguaglianza

degli angoli del triangolo equilatero e sul fatto che
tutti i triangoli equilateri hanne angoli eguali: 'an-
golo di un trlangolo eqmlatero vale 1nfatt1 i due terzi
di un angolo retto. ‘
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Pieghiamo le linee nell’ordine indicato nella, fig. 71,
La (2) ¢ perpendicolare alla (1), e le linee (3), (5), (7 ()
¢ (9) sono perpendicolari alla (2).. La diétaﬁmkﬂ
(3) e (4) & presa ad arbitrio, ed & eguale a quella fra
(4) e (5); tutte e tre queste rette sono. piegate vicino
all’orlo del foglio, F“‘*”M‘*\M*ﬁw—
giacehs occorrono ‘ J
soltanto per tro- ' |
vare 'angolo del :
triangolo. Laretta, 8 - e
{6) & piegata come
nella fig..70, por-
tando 1’ interse-

zione di (2) e (3), |~ 7 1
segnata con una | /%/A A
crocesulla figura, ;. \

. ; . ERe= = 9
sopra la linea (4) : / ' SN
mentre i tiene [\ J / : 1y
fisso il punto d’in- | / o ‘ \ L

va - 1

contro - di (2) con
{5). Per otteneré :
la (8} si deve ri-
piegare il foglio
in fuori sulla (5),
usserfdo (1) la piega mediana, e ottenere klé, (7), e
(tongn?ngere poi‘ I’ intersezione di (7 )e (2) con I/in~
tersezione di (6) ‘e (1). Le rette (6) e e (8) formano al-
lora I'angolo di un _triangolo equl]atero. ¢ qualungne

e

‘Fig. 71
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retta. (9) perpendicolare a (2) dd con esse un triangolo
equilatero. | o e

Questa costruzione & specialmente utile se si (m'e,,
e il fog“lio‘- di una rete di triangoli equilateri,

coprir :
; o un trian-

come Spesso el occorrerd di fare. Disegnat i
golo equilatero fra le rette (1) e (9) secqndo lakf.lg¥ 71,
‘\e facilissimo costruire in seguito tutto un r(?tmolat{)
di tali triangoli. Per questo si pieghi il ;fog'ho lungo
(9), e si disponga accuratamente il marfg;me ottenut;n
lungo (6): si ottiene cosl un second(? triangolo equi-
latero avente un lato comune col primo e posto alla
sua destra: disponendo il medesimo margine (9) lnngo
(8) si ottiene non goltanto un triangqlo analog? Verso
sinistra, ma anche un altro di sotto,
formato dalle due pieghe ultime e dalla
retta (9). Questi quattro triangoli for-
mano un triangolo equilatero grande di-

viso in quattro piceoli (fig. 72).
Fig. T 8i pud andare avanti a questo mg‘do,
ise-

e costruire quanti si vogliono triangoli, sempre
] ngolo

cando V’angolo compreso fra an lato di un triaJ‘ o
gia costruito e il prolungamento di un altro ]?Lt().. Si
(pub cosl ricoprire una porzione qualunque di piano
con triangoli equilateri tutti connessi fra loro.

‘ESERCIZI.

Tate vedere che: . S :
1. Gli angoli di un triangolo equilatero sono eguali, &

ognuno vale due terzi di angolo refto.

s
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2. La. retta congiungente il punto medio di un lato di

un triangolo equilatero col vertice dell’angolo opposto &
perpendicolare al lato e biseca I’angolo.
' 3. Le rette congiungenti un vertice' di un triangolo
‘equilatéro col punto medio del lato opposto 8’incontrano in
un punto:-la circonferenza che ha questo punto per centro
© passa per uno dei vertiei passa anche per gli altri due.
{Per far veder questo prendete i punti niedi L, M, N di
BC, UA, AB, e piegate AL e BM che s incontrinoe in O,
Piegando allora lungo AL, B si sovrappone a C, e M ad W,
mentre O & fisso; percid OM coincide con ON e quindi ON
prolungato oltre O giace su OB e passa per O).

I’ESAGONO REGOLARE.

§ 21. ‘Costruzione dell’ esagono regolare. —
Se, dopo aver costruito come prima tre triangoli equi-
lateri posti tutti fra le rette (1) e (9) della fig. 71,
pieghiamo il foglio lungo (1) e faceiamo un’altra piega
all’infuori sopra (9), otteniamo un triangolo equilatero
posto sopra il primo; piegando poi per i suoi vertici
e per quelli posti sopra (1) degli altri
triangoli, si avranno sei triangoli equi-
lateri eguali, disposti intorno al vertice
del primo triangolo che giace sopra (1),
A, e ricoprenti una porzione di piano,
tratteggiata nella fig. 73, la quale & se-
parata dal rimanente  del piano dai
lati dei sei triangoli che si oppongono ad 4. Sidice
che questi sei segmenti eguali limitano un esagone
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regolare (dal greco hew = se, gonion = angolo); la parte
tratteggiata del piano & detta la sua avea, limitata dai
lati dell’esagono.k 3i angoli dell’esagono sono zli an-
goli compresi fra i suoi lati adiacenti, ed ognuno vale
due volte un angolo di triangolo reégolare, -come 83
vede subito guardando la figura. T sei vertici di questi
angoli si chiamano vertici dell’esagono. R :

< ESERCIZL

1. Fate vedere che si puo descrivere una eirconferenza
passante per i vertici di un esagono regolare e descrivetela
(eirconferenza circoseritta). '

9. Iserivete un esagono regolare in un circolo. dato.

3. Piegabe .o disegnate per i yertici di un esagono re-
golare le perpendicolari ai lati dei sei triangoli costituenti
Pesagono regolare i quali non sono lati dell’esagono, Veri-
ficate che 1é perpendicolari ci danno un nUOVO esagonos re-
golare. _ : ) :
In questo sono inscritti 1’esagono regolare di prima e
il suo eireolo cireoseritto (cfr. fig. 56), cosi che Tarvea del
circolo & compresa fra quella dei due esagoni, uno dei gquali
& iscritto nel eircolo e Valtro & ad esso: circoseritto.

§ 22. 11 triangolo rettangolo  isoscele. — Se il
rombo-della fig. 46 & un quadrato, il: triangolo iso+
seele ABD ha un angolo retto in A, ¢ ognuno degli
angoli alla base vale un mezzo. retto: un tale triangolo
dicesi. rettangolo isoscele, .
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Piegare un triangolo rettangolo isoscele sopra
una base data. — Piegate una perpendicolare {(2)
alla base BD da uno A
dei suoi estremi D, e
bisecate 1’ angolo fra
questa perpendicolare 4
¢ la base facendo coin-
cidere le due rette e
premendo (fig. 74); in B L
seguito piegate (4) per- L Y :
pendicolare alla piega e
(3) e passante per l’estremo B: questa incontra la (3)
nel vertice A del triangolo cercato.

2

ESERCIZI.

1. Fate veder i

. >dere che et i i

Panzolo retto di : la rvetta congiungente il vertice del-
! ; etto di un triangolo rettangolo isoscele col punte

!Il.,(.l() della base divide il triangolo dato in altri due trian -

goli rettangoli isosceli. (

2. Disegnare un tri
1 triangolo rettangolo i
C soscele sopr @
data base. ¢ e

IL TETRAEDRO DI PUNTA.

§ 23. Taglio del tetraedroc da una punta del
cgbo. e Prend\iamo la nostra figura di cubo, ¢ ve-
diamo come sia possibile ottenere su di esso un7 tm’zuf
golo rettangolo isoscele i cui lati eguali sono spigoli

4 YouNe, Geometria.
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del cubo. Prenderemo:per base una diagonale di una
faccia, di (1), € per angolo al vertice.opposto a questa il
punto (1,3,4). ('8 qualehe altro triangolo analogo, collo
stesso vertice, sulla superficie
del cubo? Ve ne sono altri due,
uno in ciascuna idelle facce pas-
santi per il punto(1,3,4),(fig. 75).

Che cosa si pud dire riguardo
alla posizione delle basi di questi
tre triangoli? Hsse giacciono

tutte nello stesso piano, giacche

Fig. 75, Punta di un cubo. ¢’incontrano a due a due: sono
. eguali, essendo tutte diagonali

di facee, e formano quindi un triangolo equilatero.

Dato che le tre basi giacciono in un piano, noi pos-
siamo tagliare secondo questo piano il cubo, e portar
via cosi la punta del cubo. Tatto questo, che sorta
di figura avremo ottenuto? Ne avete mai vista una
cosi? T una specie nuova di figura.

Quanti sono i suoi verbici? Quattro, come le facce.
Noi la diciamo un tetraedro, dalle due parole greche
tetra, quattro, e hedromn, facecia.

T lo chiameremo tetraedro di punta, rappresentando
esso una punta di un cubo. Si pud costruire la figara
del tetraedro di punta e della parte di cubo che ri-
mane dopo che quello ne & stato tagliato. La fig. 76
d3 il modello del primo, la fig. 77 del secondo solido,
la fig. 75 ne mostra le due figure.

o
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Fig. 76. Modello piano del tetracdro di punta.
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Figura del tetraedro di punta. — La fig. 76 da
i1 modello da piegare. Le linee (1) a (9) sono come

Tig. 77. Modello piano del cubo mancante di una punta.

quelle della fig. 71, e servono a costruire il triangolo

equilatero sui lati del quale verranno poi disposti 1
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triangoli rettangoli isosceli secondo la figura 74. Le
linee 13, 14,15, eome le linee punteggiate, si piegano
meglio dopo aver tagliato secondo le (10),.(11), (1),
(12), (6), (3), in modo da non piegare il modello. B
bene tagliare  due tetraedri insieme, continuando il
modello - simmetricamente oltre la linea (1); wmolte
delle linee servono per entrambi i modelli, ¢ noi
avremo bisogno di quattro tetraedri di punta.
Lia tig. 84 mostra la fignra costruita. HEssa ha:

Vertici 4 k Spigoli 6

Facce 4 9
8 8

Cosl che di nuovo la somma del numero dei vertici
¢ di quello delle facce supera di due il numero degli
spigoli.

Cubo con una punta tagliata. — Vediamo ora se
aceade lo stesso per la parte di cubo: rimasta dope
che abbiamo tagliato il tetraedro. Questa: & una fi-
gura solida irregolare, con tre facce quadrate e tre
triangolari, due delle quali sono triangoli rettangoli
isosceli e la terza é un triangolo equilatero. La fig. 77
insegna a disegnarne il modello: per semplicita sono
state omesse le rette di costruzione. Si piega dap-
prima il triangolo equilatero secondo - la- tig, 71 & i
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triangoli rettangoli sui suoi-lati come alla fig. T4; 1
quadrati ‘si ”hanno -al’ modo 80-
lito. - .

La fig. 78 mostm il modello
montato ; esso ha:. .

Vertici 7 Spigoli 12
PFacee. T 2

14 14

Tig. 18.
Guardate la vostra figura di cubo privo di una

punta: & assal
irregolare e ac-
quisterebbe un
po’ pitt di rego-
laritd se ta-
gliassimo - an-
che la punta (1,
5, 6).

Che cosa 06
teniamo. allora ¥’
Unsolido avente
un margine ta- .
gliente, una ca-.
reng,  lungo. la
diagonale della.
faccia 1, cheave-

7AIO mgham da L

EREPRRIRENLY S

pl’ln(ﬂ})lo, e pog- Fig: 79. Modello piano della barea di punta.
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giante sopra una base guadrata, la faccia 2. Le altre
faece sono tutte triangoli, quatiro triangoli rettangoli
isosceli, e due triangoli equilateri. La fig. 79.da il
modello per la costru-
zione di questo so-
lido (*), e la figura 80
mostra la figura fi-
nita, colla ‘carena in
basso: vedrete che as-
somiglia abbastanza
a una barca, e la chia-
meremo la barea di
punta,
Essa ha:

Vertici 6 Spigoli 11

Facce 7 2
13 13 Fig. 80 Battello di punta.

Con due tetraedri di punta posti con le loro facce
equilatere sulle due facce equilatere della barca si
pud ricostruire il eubo originario.

Doppio tetraedro. — Tagliamo‘; ora dal-cubo un
terzo tetraedro di punta, dal Vertlce 2, 4, 5). Ghe

(1) Omesse le 'lince .di- costruziene: 11 tm'mgolo equ]latexo con due
asterisehi 3 ottenuto da quello che me ha uno solo piegando snl lato
comune, ¢ piegando poiinfuori i lati del secondo triangolo lungo quelli
del primo. :
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cosa rimane del cubo? Da  principio si pud pensare
che la figura & ben irregolare, ma vedrete che cio
non &,

Fig. 81. Modello piano del doppio tetraedro.

La fig. 81 ne da il modello (*) e la 82 la ﬁ.gura'ﬁ~
pita. — Tenendo questa come alla fig. 82 col vertice
(2, 3, 6) in basso e col punto d’incontro qei tre trian-
goli equilateri in alto, vedrete che non & punto cosi

(1) Vedi la nota precedente.
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irregolare come sembrava a tutta prima che essa do-
vesse essere,

Essa ha :
Vertici 5 Splgoli 9
Facce 6 92

11 11
Le tre facce superiori sono triangoli equilateri, le
tre del basso triangoli rettangoli isosceli vimasti at-
torno all’ultimo vertice del cubo. Formano la base

2. Doppio tetraedro ottenuto dal cubo,

equilatera dell’ultimo tetraedro di punta tre spigoli
non.concorrenti nel vertice superiore ne  nell’infe-
riore, e questo triangolo equilatero ineontra anche
lungo uno spigolo ognuno- degli altri .tre. Questi
quattro triangoli equilateri limitano essi pure un
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tetraetro, ma questo non assomiglia al tetraedro “di
punta, poiché tutte le sue facee sono equilatere.

Quindi lo nostra figura ¢ un doppio tetraedro-in cui
i due tetraedri sono congiunti per.le basi.

Tetraedro regolare. — Se portlamo 'Via Pultime
tetraedro di punta del cubo, rimaniamo con questo

5

8-
10 l

| /\s x
NN 1

TRATTEA, =
T

nuovo tetraedro che. viene detto tetraedro regolare. La
fig.'83 e da il modello e 1o 84: mostra la figura ce-
strulta,. : o .

‘Nella fig: 83 'sono date le hnee di costrumon& E
stato -applicato il prineipio: délla fig. 71 per costruire

|
i
|

o
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le rette (5) e (6); tutte le linee sticcessive si costrui-
scono meglio come bisettrici di angoli fra linee gia
descritte e le linee (1) e (3): per esempio la (T)iviene
piegata mediante la (3) che & portata sulla (5). Le
faccie del tetraedro regolare sono segnate con 1*, 2%,
3%, 4% goli astemschl s1gmﬁe’md0 come prlma che ]e

ig. B4 Tesrasdro di punta ¢ telraedro regolare,

faceie somo sezioni del cubo, sono ciod ottenute ta-
gliando nella parte interna del cubo stesso.

Alla fig, 84 si vedono il tetraedro di punta e il
tetraedro regolare tagliati dallo stesso cubo: il te-
traedro regolare & piit alto dell’altro, ed ha un ver-
tice pilt aguzzo in cima. Non abbiamo che a porre
su ogni faceia del tetraedro regolare un tetraedro di
punta aderente: dl’ primo- colla sua. facecia equilaters
per riavere:il:cubo. da’ cui eravamo partiti. - ,
- Di tutti’. questi .solidi -che ‘abbiamo: ottenuto: dat
cubo il tetraedro. regolare: &4l jprimo. le ot facce: stano
tutte congruenti. Vedete puré che in ogwi vertice concorre
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lo stesso numero di facce disposte nello stesso modo.
Pereid il tetraedro eon quattro facce equilatere dicesi

N

regolare, come & regolare il cubo.

Riunione di due tetraedri regolari. — Un solido
a facce congruenti mon & mecessariamente regolare. Ne
potete costruire uno colla massima facilitad : un doppio

IH}WHIIIHHI

3 10
3a

3

2a

TG AT
o ATTTITIYN

Fig. 85. Modello piano di un doppio‘ tetraedro regolare.

tetraedro ottenuto.con due tetraedri regolari & un tal
solido. Se ne ottiene il modello piegando il foglio a
triangoli equilateri, come alla fig. 81, poi ritaglian-
doli nel modo volute. Il modello tagliato & dato alla
fig. 85 e il solido finito alla fig. 86..
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Due dei vertici, lo vedete, sono molto pit acu-
‘minati degli altri tre, solo tre
facce s’incontrano nei vertici aguzzi
e quattro invece nei rimanenti:

questo. non & un solido regolare.

Fig. 86. Doppio tetracdro
regolare,

Fig. 87 a.

\ ESERCIZI.

f 2 aeai i i 1

,. ]:1ettete assieme cinque tetraedri regolari a formare um
solido le cui facee sono tutte congruenti, ma che non & re—

Fig. 87. @) S\*iluppo ¢ b) modello piano di una losanga di Bimbo

R DR 7, Sy (] s :
;;(I)LuKe. Fate un modello piegato di questo solido, (Losanga
di Bimbo, fig, 87.a, 87 0).

Contatene i vertiei, le facce, gli spigoli.
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o0 . IL TRIANGOLO.

§ 24. Triangolo rettang’olé,' ottusangolo, acu-
tang*olo. — ‘Abbiamo detto qualcosa intorno a trian-
goli isoseeli ed equilateri, e abbiam visto che non
tutti i triangoli sono o equilateri o isosceli. Un trian-
golo rettangolo isoscele &, come abbiamo veduto, la

metd di un quadrato, ed & chiaro che la meta di un
rettangolo, ottenuta tagliando

D
c questo lungo una diagonale,
anche un triangolo con un an-

golo retto, e non @& _isoscele.

— 5 Gli angoli di un triangolo sono

A

Fie. 88 gli angoli (convessi) Sformati dai

lati del triangolo Uuno coll’ altro.
Un triangolo con un angolo retto si dice triangolo ret-
tangolo (fig. 88). Se & ABC un triangolo rettangolo
eoll’ angolo retto in A, e sl prolunga la base BU
fino a un punto qualunque D; congiunto A con D),
si ottiene un triangolo DAB, il quale ha in A un an-
golo maggiore del retto, ciot un angolo ottuso; un
tale triangolo dicesi ottusangolo.

Un triangolo ne rettangolo ne ottusangolo viene
detto triangolo acutangolo; tutbi gli angoli di essc
sono acuti.

Angoli di un triangolo. — Guardando. la vostra
figura, vedrete che tanto il triangolo rettangolo da
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voi costruito quanto ’ottusangolo hanno due angoli
acuti per ciascuno. B mnecessariamente ¢osi? C-ergto*
ora lo proveremo. Ricorderete di aver dimostrato che;
ognuno degli'angoli eguali di un triangolo isoscels &
acuto; questo ci servird a dimostrare che ogni t;*i(m;
goto ha almeno due angoli acuti. . |
Infatti in un triangolo o gli angoli sono a coppie
eguali, nel qual caso ogni angolo della eoppfa &
acuto, come. abbiamo visto, o uno degli angoli & mag
giore dell’altro. : i e
In quest’ultimo caso sia B il vertice dell’angolo
maggiore, U il vertice dell’altro, e 4 quello del ter}o
angolo del triangolo. Se allora, 4 :
piegando, portiamo ¢ a coinci-

dere con B, l'angolo in ¢ si <
govrapporra a una parte del- :

3 ) . . :

I'angolo ABC, di cui un lato 3 : ¢
¢ BU, mentre Paltro lato del- Pig. 89

Fangolo in € giace nell’interno

del tp - Lo .

1e] tr}angolQ ABO, e tagliera quindi AC in un punto
che diremo H. Allora HBC & un triangolo con -due
angoli eguali HOB ed HBC, ognuno dei quali vale
quindi meno di un retto. Dungue di ogni coppia di
angoli di un triangolo almeno uno & acuto, e percio
al pitt uno degli angoli di un triangolo pud essere
maggiore di un retto.

1§omma di due angoli di un triangolo. — B
chiaro che la somma di due angoli di un triangolo non
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N

ottusangolo & sempre minore di dme angoli retti,
ma non & chiaro che ’angolo ottuso insieme con unoc
degli acuti non possa valere due retti, La cosa & tut-
tavia veramente impossibile, e si puo dimostraric
come segue,

TEOREMA.

La somma di due angoli di un triangolo é minore
di due angoli retti.

Pieghiamo un triangolo qualunque, anzi, per ¢io
che si & detto prima, sard meglio farlo ottusangolo

Fig. 90.

(fig. 90). Presi due, qnali che siano, dei suoi angoli,
proveremo che sommano, presi insieme, a meno di
due retti: si pud scegliere ’angolo ottuso e quello
dei due acuti che appare pit ampio. Ripiegato in
sotto Vorlo lungo il lato congiungente i vertici B e U
dei due angoli che abbiamo scelto, bisechiamo il lato
stesso ad angolo retto. Sia D il punto di bisezione:
facciamo una piega passante ‘per esso e per il vertice
rimanente 4 del triangolo.
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et 213 14 1y s o > i
Quest’ultima retta forma, angoli supplement

| : ari ¢
late bisecato, cos ( .

, : 1 che solo uno di questi angoli pudy
ngaei*e maggiore di un retvo: sia A DE non tiiétg*gr“iore
di un angolo retto: sarda ADC non minore di uz m
golo retto: ADE e ADC formano insieme due re(tti

R .
Tagliamo ora accuratamente il foglio lungo AD. Te-

Fig. 91.

.ne‘ndo Porlo piegato lungo BC, giriamo in sotto il
triangolo ADEB, cosi che esso glaccia a faccia in wii
dall’altra parte di DB (tig. 91). Allord eséo ﬂ'iZ(‘*e
tutto dalla stessa banda dells, perpendicolare cl:e b;w
secava ‘BO, cioe dalla banda opposta a C. Se dun/qﬁe
ora noi pieghiamo la parte di foglio che sta sotto
lango guesta secante, cosi che la faccia dj prima

tornd di nuove a voltarsi in su, DB giacery proprio

10 Youwe, Geometriq.
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lungo DO, O sovrapposto a B, e PPangolo BDA sard
posto dalla banda di DO da cui non sta Vangolo ODA;
,d essendo di. questo il:supplemento, il suo lato DA
sard in linea retta col lato DA dell’angolo UDA.
Percid AC, BA e ADA formano ‘ora un triangole
(fig. 92); cosi che gli angoli ABD e ACD non danno
un angolo coneavo, ma costituiscono insieme uno degli

Fig. 92.

N

angoli di questo triangolo: la loro somma & percio
minore di due angoli retti. Il che dimostra il nostro
teorema che due angoli di wn triangolo danno insieme
meno di due angoli retti.

(¢ up solo modo diverso di enunciare la stessa
proprieta, ed & questo : Se si prolunge uwn lato di un
irtangolo, ¥ angolo esterno & maggiore di ciascuno degli

interni opposti.

ESERCIZIO.

In un triangolo ABC una perpendicolare da A sopra la
retta BC eade o no entro il triangolo, a seconda che gli an-
goli in B e ( sono entrambi acuti oppure no.
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TEOREMA.

In ogni tri ) ;
e Vg lato.mcmgolo . maggior angolo & opposto al

BSia 4B il lato r gl { ia i

Pioghimo doprad sy o e A
allora O cadrd fra 4 e B,
e sia D il punto di AB su
f.m.u’ ©s30 cade. TLa piega
biseca Pangolo 0AR e per- &
€10 incontra il segmento
£C in un punto P, e CcP
¢ smimpposﬁo a .PD, ¢ Pangolo ACB all’an golo ADP
«h(.% e. angolo esterno del triangolo PBD bm*w&i’{ A
qum:il V dell’interno opposto DBP, cios rriagi:i;;v }:;
:1 [5.(\;. Dunqgue Pangolo A OB opposto al maggor ]ttl
¢ pil grande dell’a’n’golo A,BO opposto al lato rnixlt':i;é")

A

P

Fig. 93,

L s * s ‘
quaiﬁt}iediolglqlllliytif’)ingiolo. »—w‘S‘e ('i’altra parte abbiamo
a oguizion riguardo ‘agli angoli di un trian-
g;u]'o, possiamo. dir subito qualecosa intorno al suoi
fati: se due degli angoli sono eguali, abbiamo \;1xlt{)(:

che 1 lati i8¢
ati ad essi opposti sono pure eguali; se duoe
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fra gli angoli sono diseguali, i1 lato ?}?])osu)yull’%]"v
golo maggiore dev’essere pitt lung? fh quellov (;p})f‘»?t{y
:i]]’a.,ng“olo minore, giacche & impossibile che 312‘1 Lgua e
ad esso o minore: se infatti si desse uno dx‘ quentiz
due casi il lato opposto non potrebbe es.sere il nm%i
siore. Adunque in un triangolo al maggior angolo st

oppone il maggior lato.

TEOREMA.

La somma di due lati di un triangolo ¢ maggiore del
erzo lato. )
tw];JO g&iﬁifesmmente golo mnecessario proxim-e <1u1 il
maggior lato di un triangolo ¢ mm.ow:e ‘degl@ a‘i‘tm){;u:&
A presi insieme. Sia BC il

lato maggiore (fig. 94}
ed A il vertice ad esso
opposto. Pieghiamo it
foglio in modo che B4
giaccia lungo BO: al-
lora, essendo BC maggiore di BA, A giace;’ix\sx>1}zt;t ‘un
panto D del segmento BC tale che AD sara per.pefy
dicolare alla piega e ripiegato su se STJ(%SS(.). La piega,
bisettrice dell’angolo ABC, incontra AO in un pun,t(y
K e Vangolo BAD & sovrapposto a E D,'A., che f3 ;::mje
di O DA, cosicehd BAD, ciod CAD, & minore di U004,
Pereio, nel triangolo ¢AD il lato A, 01:})()%0 itl-
angolo maggiore, ¢ maggiore del lato DO, opposto

C

B&- b
Fig. 94,
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all’angolo minore. Percid, se tagliamo il foglio lango
AD, e, dopo aver ripiegato B4 su BD, pieghiamo
ancora A su OB, il punto A cadra fra B e D e
A e AU insieme non solo ricopriranno interamente
£C, ma sovrabbonderanno, cosl che essi valgono fra
tutti ¢ doe di pitt di BC, come si era detto.

ESERCIZIO.
Quale fra i triangoli seguenti & acutangolo, quale ottu-
sangolo, quale rettangolo ¢
Un triangolo equilatero ; ognuno dei triangoli in coi un
triangolo equilatero & diviso dalla congiungente il punto
medio di an lato col vertice opposto; ognuno dei due triann-

goli i cui uno dei precedenti viene diviso da una retia che
parta dallo stesso vertiee di prima e bigechi il 1

ato opposto.

Area di un triangolo. — Un triangolo, come gia
abbiamo veduto (§ 19), ha un’area. Secondo la defini-
zione di quell’area e degli angoli del triangolo, &
chiiaro che la parte interna di un triangolo ¢ interna
ciascuno degli angoli del triangolo.

TRIANGOLI CONGRUENTI.

§ 25. Dimostrazione della songruenza di due
triangoli. — Nel capitolo precedente abbiamo spesso
avato a che fare con due o pin triangoli ritagliati da
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un triangolo ‘unieo e a mostrare che tali triangoli
potevano ~venir sovrapposti Vuno all’altro. Due tri-
angoli suseettibili di essere sovrapposti diconsi con-
gruenti o-eguali sotto ogni rapporto, perche & chiaro
non . solo che- essi hanno la stegsa area, ma ancora
¢he i loro lati- -sono, a coppie, eéguali, e cosi pure i
loro angoli, dato che tutti sono a due a due sovrap-
posti.

Se due triangoli sono disegnati sopra un foglio,
non & sempre possibile piegare questo conveniente-
mente, in modo da vedere se i triangoli sono, o no,
congruenti. Percio & necessario sapere ‘quanto moi
dobbiamo conoscere intorno a due triangoli per poter
dire se sono  congruenti o 1o, ‘senza,;bisogno di g0~
yrapporli realmente. Se si confrontano due triangoli,
&1 hanno sette coppie di elementi da paragonare:
PParea, tre coppie di lati.e tre coppie di angoli. Non
abbiamo bisogno di sapere se tutte queste sono ef-
fettivamente eguali per concludere che i triangoli
sono. congruenti. Delle aree non dobbiamo occuparci
affatto: esse debbono manifestamente essere ugunali

se tutte le altre coppie lo sono. Per cid che riguarda

i lati e gli angoli ci importa di conoscere l'egna-
glianza solo di alcuni fra essi per essere certi anche
dell’eguagliaﬁza degli altri. Ci sono tre casi diffe-
renti, che. & necessario conoscere molto. bene, nei
quali & sufficiente la conoscenza di tre delle coppie.
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TEOREMA.

Due triangoli sono congruenti se duce lati dell uno sono
eguali a due lati dellaltro e se gli angoli compresi sono
equali,

Xy N AT ¥ . . PR

Siano ABC e DEF due tali triangoli in cui

AB = DFH
AC = - DF
¢ Vangolo  BAC =  Vangolo EDF;

faremo vedere che i triangoli sono congruenti.
N alla £ . . . N 4 PR e
Nella fig. 95 i due triangoli sono stati disegnati in
tal maniera che non sarebbe possibile piegarli 1’uno

A

Fig. 95.

all’ 2 ; ;
sull’altro e non & facile accorgersi a occhio che essi i
s0no congruenti. ‘

Prendiamo ora un altro foglio, pieghiamo una retta
¢ segniamo su di essa due punti, P e @, in.modo
che sia P@) eguale ad AB: appoggiato il segmento F¢
su DF, sitrovache ¢ ad esso eguale. In P pieghiamo
un angolo eguale a BAC, che adattato sull’angolo
EDF, sirivelera eguale ad esso.:In ultimo. seghmo
sl ultima, retta anpunto R, tale che PR si’a eguale
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adl A0, ¢ posto PR su DF, questi due segmenti sono
pure eguali, Pieghiamo quindi la retta OF, e rita-
gliamo il triangolo piegandone ben diritto i margini.
— Quando si porti il punto P sopra A4, e la retta P
sopra AB, il punto @ giace in B, e il punto IV o sta
dalla medesima banda di AB da cui sta ¢ oppure no:
in quest’ultimo caso non abbiamo che a far rotare il
triangolo PQR dall’altra parte, mantenendo fisso PO
ed R verrd a cadere dalla banda di AB da cul sta C.
Ora, poich® Pangolo QPR ¢ ugnale all’angolo BAC,
e ilati PQ e AB sono sovrapposti, e ilati PE e A (,?
giacciono dalla stessa banda di AB, questi due lati
saranno anch’essi sovrapposti, e, dato che sono eguali,
R giacerd su €. Percio, poiché ¢ ed R sono sovrap-
poéyti a B e C,isegmenti QR e BO sono sovrapposti,
e sono sovrapposti i triangoli PQR e ABOU, che sa-
ranno dunque congruenti. Perfettamente nello stesso
modo si pud far vedere che sono congruenti POR ¢
DEF; cosi che si potra concludere che ABC e DEF,
congruenti entrambi a PQR, sono congruenti fra loro,
come si era detto.

Congruenza diretta e simmetria. — Puo darsi
che il triangolo PQR venga a sovrapporsi ad ABO
e a DEF avendo in gitt la medesima faecia oppure
che la sovrapposizione si faccia a vicenda su pagine
opposte : nel primo caso i due triangoli ABC e DEF
si rassomiglierebbero perfettamente ¢uando tfossero
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disposti davanti a noi 'uno accante all’altro, e si
dicono divettamente congruenti, nel secondo caso, di-
sponendo i triangoli ABO ¢ DEF coi lati AB e DH
coincidenti, ¢ ¢ e F da bande opposte di AB, po-
tremmo, tenendo fisso questo lato, ripiegare nn trian-
golo sull’altro: i triangoli allora non avrebbero pre-
cisamente lo stesso aspetto, ma sarebbero figure sim-
wetriche, nel senso che avevamo dato prima alla
parola: appaiono come I'immagine riflessa 1'uno del-
Paltro, e si dicono appunto simmetrici.

TEOREMA.

Due triangoli sono congruenti se due angoli dell’uno
sonc eguali a due angoli dell’altro e se questi compren-
dono lati pure eguali. '

La fig. 95 mostra due tali triangoli, ABC e DHF,
aventi 'angolo ABC eguale all’angolo DEF, Pangolo
AOCE eguale all’angolo DI'H, e BC eguale ad FF.
La dimostrazione si conduce come mnel easo prece-
dente.

TEOREMA.

Due triangoli sono congruenti se i tre lati dell’wno
sono egualt at tre lati- dell’ alévo.

La fig. 96 da due triangoli aventi 4B eguale a
DE, BC eguale ad EF, OA eguale ad FD. Disegniamo
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un triangolo PQR congruente ad ABC, come per la
dimostrazione di uno dei teoremi precedenti. Poniamo
P gopra D, ed R su F, cosa possibile per Uegua-
glianza dei segmenti PR ¢ DIF e disponiamo il tri-
angolo cosl che @ stia dalla banda di DF opposia a
H: sia @ il punto in cui cade : congiungiamo £
con @. Allora, essendo DG eguale a HD, il foglio
puo venir piegato in modo che @& coincida con £,

P

Fig. 96.

rimanendo D sovrapposto a se stesso, ma ¢’¢ un solo
modo di piegai’e,cos‘l da sovrapporre G a H, e allora
EG & ripiegato su se stesso ed & perpendicolare alla
piega, la quale dev’essere DF. Dunque, se pieghiamo
il triangolo PQR, che era sovrapposto a GDF, sul
lato PR che coincideva con DI, P coincidera con I,
e il triangolo PQR coincidera con DEF, e sara quindi
ad esso congruente. Dunque i due triangoli ABC e
DREF, congruenti . entrambi a PQR, saranno a loro
velta: congruenti. \

e
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RETTE PARALLELE.

§ 26. Lati opposti .di wn rombo. — I lati op-
posti di un rombo o di un rettangolo si dicono pa-
ralleli, Un quadrato, essendo un . caso speciale di
rettangolo, ha i lati opposti paralleli.

Se si prolungano i lati opposti d’un rombo, si trova
che non s’incontrano nel foglio del disegno, e a occhio

A o

2

Fig. 97. ' Hig: 98.

si puo forse anche dire che non 8’incontrano affatto: lo
possiamo del resto dimostrare.

I lati opposti di un rombo non 8’ incontranc per quanto
lontano vengano p%olmigc&ti. ; ' '

Infatti, se noi abbiamo due rette che s’incontrano,
chiazmiamo O il loro punto d’intersezione, e segniamo
sulla prima due punti A, B nell’ordine ABO e sulla
seconda due punti ¢ e D, nell’ordine DCO (fig. 97),
quindi congiungiamo 4 con C': Pangolo ACDH & un
angolo esterno del triangolo AOD, ed & percio mag-
giore dell’angolo interno opposto CAQ, oppure UAB.
Dunque ABCLH non pud essers un rombo perche, se
cio fosse, gli angoli AOD e UAB sarebbero eguali,
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elasenno essendo la metd di una coppia di angoli op-
posti del rombo.

Quindi i lati opposti di un rombo non s’incontrano
se prolungati. B chiaro che i lati prima del prolun-
gamento non s’incontrano mneppure, trovandesi da
bande opposte di una diagonale. Percio i lati opposti
«i un rombo non s’incontrano atfatto. B neppure s’in-
contrano le rette AB, CD e AD, BO della fig. 93),

Definizione delle parallele. — I parallelismo &
una relazione fra la positura di due linee rette e non
semplicemente di dué segmenti o trabti, come la
perpendicolarita. Percio, sebbene abbiamo dapprima
incontrato le rette parallele in relazione al rombo,
dove- abbiamo visto com’e fatta la loro figura, sara
meglio non servirsi del rombo per definire le rette
parallele.

DEFINIZIONE. — Sono parallele delle linee vette gin-
centi in un medesimo piano e che non s incontrano per
quanto lontano st prolunghino in entrambi 4 sensi.

Il nostro ultimo teorema dice allora in altre parole
che i lati opposti di un rombo sono paralleli.

ESERCIZI.

1. Provare che i lati opposti d'un rettangolo sono pa-
ralleli. :

2. Provare che la retta che biseea i lati eguali di un
triangolo isoscele & parallela alla base. (Entrambe sono per-
pendicolari alla medesima retta).
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Costruzione di parallele. — Costruive una retto

parallela a una retie data per wn punto dato fuori di

e85,

81 vede facilmente che qualunque dei metodi se-
guenti puo essere impiegato.

Sia ¢ il punto dato e AB la retta data (fig. 99):
congiungiamo ¢ con un punto @ di AB,.

Metodo 1° Bi disegni un rombo con €@ per dia-

) c

Hig, 99, Fig. 100,

gonale e un lato lungo QA: il lato 0D, opposto ad
A. @ © la parallela richiesta (fig. 99),

Metodo 2°. Si disegni un rombo con 0@ e QA4 per
lati adiacenti. Il lato CD opposto ad AQ & la paral-
lela cercata (fig. 100).

Metodo 3° Nel punto O, dalla banda di 0Q opposta
a B3, si eostruisea ’angolo Q0D eguale all’angolo 0Q 5.
CD o la parallela (fig. 99).

L’ultimo metodo si fonda sulla proprieta che gli
angoll opposti di un rombo sono eguali ¢ le diago-
nali li tagliano per meta. T facile specialmente se
disegniamo da prima () perpendicolare ad 4B, come
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si puo fare colla massima faecilita mediante la riga
di ecarta, e poi conduciamo CD perpendicolare a /9,
Questo metodo & il pil pratico per la piegatura.

Esistenza di una parallela a una retta per un
punto dato. — Si'vede subito che per un punto gual-
siast passa una retta pavallele o uwna vetta data, anche
&e pon riusciamo a costruirla. :

Se tenete in mano la riga, esiste una retta, pas-
sante per un punto della luna, parallela ad essa, la
quale giace mnel piano determinato da quel punto e

dal margine della riga, ed & perpendicolare a qua-

lungue retta di quel piano che sia perpendicolare al
margine stesso. La quistione & ora di sapere se questa
& la sola retta passante per il punto dato e parallela
alla retta data.

In primo luogo otteniamo noi sempre, colle nostre
varie costruzioni, la medesima retta? La cosa non &
chiara qui, come era nel caso della perpendicolare,
in eui il metodo stesso dava manifestamente una
vetta sola. Possiamo scegliere il punto @ ovunque
sopra B: otteniamo -dunque sempre la. stessa retta
finale come parallela ecercata? Troverete -che & cosi
seimpre, ma non vi & possibile dimostrarlo, pre-
eisamente come non potevate dimostrare che gli an-
goli adiacenti di un rombo ‘erano supplementari,

quantungue abbiate trovato piegando che & cost

sempre per tutti i rombi che avete disegnato. Se
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aveste dimostrato che gli angoli adiacenti del rombo
sono supplementari, potreste facilmente dimostrare
che gqualanque costruzione vi conduce alla medesima,
parallela, facendo vedere che la perpendicolare su
AFB condotta dal vertice D del rombo ha la stessa
lunghezza che la perpendicolave da (.

Ui ocoorre qui un altro assioma, e stabiliame il
seguente:

ASBIOMA. — Per un punto passa una sola retta
parallela a wna retla data. '

Ad illustrare questo assioma, prendiamo un foglio
molto large e conduciamo in esso una refta AR,

Fig. 101.

Beelto ad arbitrio un punto 0, congiungiamolo coi
varl punbi di AB e prolunghiamo.le rette ottennte
oltre O (fig. 101). Andando avanti punto dopo punto
su AB, si ottengono sempre nuovi raggi della stella
che ha per centro 0, giacenti nel piano del foglio, e
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tutti questi raggi, o questi raggi prolungati oltre (')f
ineontrano AB. Vi persuaderete ben presm‘ohe §1
potrebbe, volendo, ricoprire con queste‘ 1il,lf§€t tuttf} 11
foglio, salvi due angoli opposti al ver‘nlf;e in (,]’ ftn-
mati dalle due rette che uniscono 0 coi punti ‘dm{e
AL ineontra Porlo della carta. Se prendiamo up foglio
piit grande, tali angoli diverranno pitt piceoli, e, p{fr
guanto piceoli si possano pensare, potremo T%?Hlplf?
mmmaginare di avere a disposizione mlm porzione d1
piano tanto grande che gli angoli §1zmo tanto pin
piecoli dei pensati quanto lo desiderm/mo.: o

Mentre gli angoli divengono piu e pluvaenh" ’1
lati 04 e OB dei due angoli, che non giacciono sul.l%x;
medesima retta, fanno un angolo che va sempre pin
avvicinandosi a due retti, e tendono a disporsi sopra
una retta unica. Potete allora agevolmente figurarvi
¢he ¢’ & una ed una sola retta per O lungo la guale
essi finiranno per giacere, e questa ¢ 1’unica paral-
lela ad AB passante per O, o

Si vede che, dato il nostro assioma, non solo i di-
versi metodi usati di costruzione ci danno sempre la
medesina retta, ma nessun altro metodo ce Ivlt‘, 1H0-
trebbe dare un’ altra giacente nel medesimo pl'umt» ¢
che non incontri la retta data. I del tutto indispen-
sabile dire nel medesimo piano, perche qual%mque
raggio della stella di centro O che non- giaccia 'ijel
piano UARB ha con esso in comune il solo punto B e
pereio non incontra AB. Per un punto dato passanc
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quante si vogliono. linee vette che mon MeONtrane una
retla data, ma now passa-che una sola relta parallela
alla data,

Spigoli paralleli. .del cubo, — Prendete il cubo
che avevate ‘costruito, e disponetelo colla faceia 1 in
alto, ¢ lo spigolo (3, 4) verso di voi, (fig. 59). Ditemi
quali spigoli sono paralleli a (3, 4) e in quali piani
miacciono. Ce ne - sono tre: (8, 8) nel piano 3:
m) nel piano 4; e (5, 6) nel piano che divide il
cubo-in due cunei eguali. Quest’ultimo & parallelo a
ciascuno dei tre altri nominati ora, come si vede su-
bito, essendo. lato opposto ad essi nei’ quadrati: non
cosi facile vedere che & parallelo a (3, 4); ma, se si
guarda la figura di uno dei cunei, si vede immedia-
tamente che & cosi, giacchd esso o il lato della facoia
azzurra opposto a (3, 4).

Date due rette parallele quali si vogliano, per
esempio gli spigoli (3, 6) e (5, 6), e preso un punto
qualsiasi O sulla seconda, se per esgo e per la prima
retta si fa passare un piano, questo dovra contenere
per intero la seconda retta: cid segue dal nostro as-
sioma delle parallele: infatti noi possiamo dlisegnare
nel piano condotto una retta parallela alla prima, e,
dato che non ¢’ che una parallela possibile, questa
dovra essere la seconda. Sicche ogni piano condotto
per Uuna di due rette parallele o contiene Valtra op-

pure non la incontra affatéo.

11 Youne, Geometria.
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Retta e piano paralleli. — Se una vetta e un pians
in tutta la loro estensione mon § INCORITANO, 8t dicono
essere paralleli.

Dite quali spigoli del cubo sono paralleli al piano
che passa per (3, b) e (5, 6) (*).

Abbiamo visto che ogni piano passante per Vuna di
due rette parallele ¢ non contenente U altra é ad essa
parallelo. D’ altra parte wn piano passante per wnd
retta incontra wn piono ad essa parallelo lungo wuna pa-
rallela alla retta, giacehd la retta d’intersezione non

pud incontrare la prima, giacendo in un piano che

non la incontra.

parallele ad una stessa retta. — Ritornando ai
nostri tre spigoli paralleli a (3, 4), abbiamo visto,
senza tagliare il cubo, che (5, 6) era parallelo & (3, 6)
& che (3, 6) era parallelo a (3, 4): avremmo potubo
concludere subito che (5, 6) era parallelo a (3, 4},
poiche rette parallele ad una medesima retta sono pa-
rallele fra loro. Dimostreremo questo per i tre spigoli
del eubo, ma la dimostrazione o del tutto generale,
e dimostra il teorema per gualungue altra serie di
paratlels,

{i ehiaro che la prima e la terza retta, (3, 4) @
(3, 6) non possono incontrarsi, giacche, se ¢id acea-
desse, il punto d’intersezione giacerebbe nel piano 3
& nel piano 6 e percid sulla ‘retta (3, 6), e noi sap-

() (3, 6) e 4, B).
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S.plgali sghembi del cubo. — Dite ora quali sni
%,;?”{'}11 del cubo passanti per il vertice (3 glgfbi)l :11(?1
::l}:; t}_mu»b.lleh a (.3, 4) e neppure lo incoilt;emo pmf
’] 1 0 prolungam. Devono essere gli spigoli non wi:
iimzm nel piano dei due spigoli paa.*aﬂeli (3, 4 T é,%’.“"
Sono gli spigoli (1, 5) e (1, 6). et

“ Potete ora nominare tutti gli spigoli del eubo che
m sono paralleli a (2, 4) nd lo tagliano. N ()Ii ée(,zii
wx;;i czlg due, olfre quelli gia nominati, (2, 5) e (2 G)(J
’ “{,tif,tf: danque che tutti gli spigoli del cubo si’ SO:
;;:;n:h”iz? ;‘rup’pi: il primo consta di (3, 4) e (ii
i %’2.,0‘7 81 ‘5.,01. a{d esso paralleli, il secondo di tutti
gli spigoli che intersecano (3, 4) e il terzo di tutti gli
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spigoli che non sono paralleli a (3, 4) e nemmeno lo
incontrano, che sono, come noi diciamo, sghembi con
(3,4). Di quante rette & formato ogni gruppo?! Di
quattro. Tre volte quattro & il numero totale di spi=
goli del cubo, ciot dodici. :

ESERCIZIO.

Quale degli gpigoli di un tetraedro ¢ sghembo con une:

spigolo dato?

PIANI PARALLELIL.

§ 27. Definizione dei piani paralleli. — Guar-
dando le faccie 1 e 9 del cubo, si vede che le inter-
gezioni di 2 con 3 e con 4 sono parallele a quelle di L
con le medesime faccie. Questo mostra che i piani
di 1 e 2, per quanto estesi, mON POSSONG incontrarsi,
poiche, se si incontrassero, poiche il piano 2 non in-
contra ne (1, 3) ne (1, 4), la retta d’intersezione non
incontrerebbe nessuna di tali rette, ma giacerebbe in
un piano con esse: esisterebbe dungue una retta pas

allela tanto alla (1, 3) quanto alla (1, 4), cosa impos-
sibile, poiche una parallela a una di queste dne &
perpendicolare, e non parallela, all’ altra.

DEFINIZIONE. — Due piani che now s’ incontrano st

dicono paralleli. .
Quindi le facce opposte di un cubo sono piewi pas

ralleli.
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Allo stesso modo di prima, presa la fignra del te-
t,ljaed%’o regolare e appoggiatala su una dells 121;0(;@
si pud far vedere che ¢l pigno bisecante i tre spi l’*
che concorrono: e
nel wvertice supe-
riore € parallelo
al piano di base.

Se tagliamo il
tetraedro luango
questo piano,
portiamo viadal-
Palto un piccolo

tetraedro vego- Modello pieno di un 4a
1&1‘8, & oi rimane tetraedro mancante di una
P unta.

in basso una fi-
guf‘a solida, da costruirsi secondo le figure 102 e “10‘3'
E da notarsi che il modello :piano della figura ¢
3 , Y .. “’
precisamente lo stesso del tetraedro regolare, (fig. 83)
> ig. 83),

Wig. 108, Tetraedro con una punta tagliata

e viene poi piegato lungo le linee puntéﬂgiate e le
premute e rltaglia-to nelle linee premute.
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Se paragoniamo la nuova figura con quella del te-
trasdro regolare, della barca di punta e del c¢ubo,
vedremo da prima che il piano lungo il guale abbiama
tagliato passa per quella diagonale della facecia qua-
drata dalla barca la quale & parallela alla carena, cioe
allo spigolo tra le faccie 1 e 2 del tetragdro. Di fatte
il piano di sezione passa per l'intersezione delle dia-
gonali della faccia quadrata della barea di punta,

¢ contiene percio quella linea, dato che essa ¢ pural-

lela alla carena, ed e cosl la retta che biseca i lati
della faccia 2* del tetraedro, per la qua,le il piane dz
sezione era stato condotto ’ ~

La faceia quadmt& della barea di punta é la face ia %
del cubo; dunque il nostro piano di sezione passa per
una dlagonale della faccia 2 e biseca.le diagonali di
5 e 6 uscenti dal vertice (1, 6,-5); il.¢he & quanto
dire che esso ¢ il piano segante il tetraedro di punta
di vertice (2, b, 6). Tubto questo- si-veéde benissime
coi modelli.

Adunque se s¢ tagliano tutte le quatiro punie del te-
traedro regolare si ha un solido analogo a quello che si
pud ottenere tagliando in modo conveniente le otto punte
del cubo. Che cosp ci resterd dopo cid?

Prima di cercar rigposta a questa domanda, notiamo
il numero delle facce, vertici e spigoli della nostra
ultima figura. .

Facce 5 Spigoli 9
Vertlcl 65 [ "2
11 11
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" OTTAEDRO REGOLARE.

§ 48. — Disponiamo ora la figura del tetraedro re-
golare ¢ quella del tetraedro senza la punta al modo

della fig. 80, colla carena
del battello di punta (cioe
Vintersezione delle faceie
1* ¢ 2% del tetraedro) in
basso e la faccia 4 del te-
traedro in faceia: la punta
che & stata tagliata sa-
rébbe a sinistra, quella

che taglieremo prossima-
mente ¢ a destra (fig. 104
¢ 105). I1 nuovo piano di
sezione tornera a passare

detto 51)1;010, useldndo un vertice al suo punto

per la diagonablé della
faceia quadrata del bat-
tello di punta parallela
alla carena e ripasseri
quindi per il punto
medio deilo spigolo alto
del tetraedro che, ri-
corderete, & 1 interse-

‘zione delle. diagonali

della faceia 2 del cubo.
Noi porteremo dunque
via quanto rimane di
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medio. Quanti triangoli equilateri vi 81 ineontrano?
Quattro. Sotto questl la nuova ﬁgura b ldbntl Y

quella del tetraedro.
Lo fig, 106 da il modello piano per la -costruzione:
del tetraedro mancante di due punte, e'la 107 mostra

Pig. 108,

la figura finita, tendta nella stessa posizioae delle
fig. 80, 104 e 105.

T facile ora rappresentarsi come apparirebbe il so-
lido quando avessimo tagliato le due punte rimanenti.
La parte pit bassa assomiglierebbe perfettamente’
alla superiore, e sarebbe limitata da quattm triangoli
equilateri. La ﬁg 108 da il modello pigho per questo
solido, ¢ la fig. 109 10 presenta finito. HEsso viene
detto ottaedro regolare. Sl 88 che deVe essere rego-
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lare, perche lo si & ottenuto tagliando via tutte
punte del cubo
o tutte quelle
del tetraedro re-
golare, e, in (ua-
Inngue ordine le
punte vengano
tolte, mnoi dob-
biamo rimanere
alla fine colla
medesima figura.
Non ¢’¢ che a
guardare il mo-
dello per vedere
che tutte le facce
8on0 eguali e che
ne concorrono quattro in ogni vertice, cosi che tutti;ﬁ

iNMI /

le

g, 107,

gli angoli si rasso-
migliano , .¢ che lo
stesso accade per gl
b spigoli, La figura ri-
corda abbastanza il

. ” doppio  tetraedro,

1a 3 sebbene -quello non
HITTTTITT fosse regolare, giac-
\‘ che intorno a due

" Fig. 105 dei ‘vertici ¢’erano

solo tre triangoli,
mentre mborno agli altri se ne avevano quattro.
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11 vertice superiore del nostro ottaedro era, come
abblamo veduto, 1”intersezione delle diagonali del}a
faceia 2 del cubo, e Vinferiore 1 intersezione delle
diagonali della fac-
gia 1 in modo ana-
logo - naturale ehe
ogni~ vertice del-
Pottaedro sia 17 in-
tersezione delle
diagonali di unz
delle faccie del
cubo. Quanti ver-
tici avra dungque
I’ ottaedro? Tanti
quante sono le favee
del cubo, cioe sei.
Se noi tagliamo se-

ondo il piane di
ana delle facce dell’ ottaedroj portiamo via una
punta del cubo; cosi che il numero delle facce del-
Pottaedro dev’essere quello dei vertici del cubo, otfo.
Ora, se la nostra regola e giusta, Vottaedro deve
avere lo stesso numero di spigoli che il cubo, dodiei.
E, se si guarda la figura, si vede che @ & proprio cosi.

[ig. 109. Ottaedro regolare.

Vertlcl 6 . Spigoli 12
Facce 8 2

14 14
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Riassumendo tutto eivo che abbiamo trovato me-
diante le nostre sezioni:

B possibile tagliare da @n cubo im tetracdro regolare
¢ un ottaedro regolare. Il tetraedro regolare si ottiene
portando via quattro delle punte del eubo, ogni coppia
di queste terminando. eoi vertici opposti di una faccia.
I quattro wertici del tetrasdio ‘sono i quattro verticl del
cubo che vimangono. Gl spigoli del tetraedro sono dia-
gonali, una in ciascuna delle sei faceie del cubo. 1 ot-
taedro regolave si ottiene dal oubo portandone via futte
le punte. I vertici dell’ottaedro sono le intersezioni delle
diagonali delle sei faccie del cubo. IJottaedro si puo
ottenere dal tetraedro regolare tagliando altri tetraedsi
regolari di spigolo metd del tetraedro grande da ogni
punta di guesto. I vertici dell’ottaedro sono i punti
medi dei sei spigoli del tetraedro.

~PROPRIETA

DI UNA COPPIA DI RETTE PARALLELE.
'§ 29, Angoli formati da una retta econ una
coppia di parallele. il Se AB e OD sono rette pa-
rallele, sappiamo che esse gldcclono in un- medésimo
piano, e che, qualunque rombo si costruisca con ;un
lato su'AB e uno dei Vertici su OD,-il"lato 'di esse
opposto ad AB s@ara sopra’ CD. Ne segue che con-
giungendo due punti, P di una retta e ¢ dell’altra,
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P@ si puo considerare gome la .diagonale di un tal
rombo, e forma percid angoli eguali con le due pa~
rallele, ma da bande opposte di PQ: diciamo che
PQ forma angoli alterni uguali con le due parallele,
(fig. 110).

Prolungando P@ in ambl i sensi in R.ed in §,
{tig. 110), abbiamo quattro angoli intorno al punto P

R

A B AP ; B

Fig. 110,

¢ quattro intorno al puanto @ ricordando che gli an-

goli opposti al vertice sono. eguali, e che una retta

forma con un’ altra angoli adiacenti supplementari,
si possono raggruppare -questi angoli-in.-due serie di
quattro angoli ciaseuna, gli angoli..di . ogm serie es-
sendo. fra.loro eguali. ,

I quattro angoli- formati. colle parallele dal ség-
mento  Pg sono detti gli angol@ 'mterm, gli altri pren-
dono il nome i amgalz esterni; 1’angolo -interno e
Vesterno dalla medesuna banda di RS non admcentl,
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8i dicono I’ uno all’ altro cormspondentz Cosl per
esempio: I ‘
POO e un angolo interno,

EPA ¢ esterno e corrispondente ad esso,

Q8 & esterno e adiacente al primo,

QPB.-& ad esso alterno, -

PQD & interno e ad esso adiacente,

SG.D & i1 suo opposto al vertice.

Vedremo che ogni angolo interno é eguale al suo
alterno, all’esterno corrispondente e all’ opposto al ver-.
tice. Questa & la serie di quattro angoli eguali:
un’ altra & formata di un angolo adiacente e dei tre
altri eguali ad esso.

Be le rette AB e (D non fossero parallele, tali an-
goli non sarebbero eguali, e questo ¢i da modo di
vedere se due rette sono parallele oppure no.

&

ESERCIZI.

1. Essendo AFB ed HEFG due rette che s'incontrano
in #. si conducono per I e G due rette, K, GL parallele
ad AB: dimostrare che HK & parallela a GL.

2. ABU & un triangolo e D & il punto medio di ABs
far vedere che la parallela a B( per D bigseca AC.

Se abbiamo due segmenti, 4B e 0D, non aventi
un punto comune, (fig.111) e congiungiamo un punto
P del primo con un punto @ del secondo, allora o la
somma dei due angoli interni BPQ ¢ DQP da wna banda:
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di PQ & minore @i due amgoli retti, o & uguale & due
retti, o & maggiore di due retti. Se & uguale a:due an-
goli retti, le lince AB ¢ OD sono parallele, poichd in
tal caso APQ e DQP sono entrambi supplementari a
BP(Q, cosi che APQ e DQP sono eguali, e questi
sono angoli alterni. Se valgono insieme meno di due
angoli retti, i due angoli interni dall’altra parte di
PQ, essendo ad essi supplementari, valgono fra tutti

R

Fig. 111,

e due piti che due retti; in questo caso AB e OD
non sono paraliele, e debbono incontrarsi se le pro-
lunghiamo. Se il loro punto d’incontro 81 ehiama O,
;()PQ » un triangolo, e gli angoli OPQ e 0QF val-
gono percid presi insieme meno di due angoli retti,
quindi O si trova dalla stessa banda di P@ da cul
stanno B e D, ciod le rette, prolungate, s incontrans
dalla parte dove la somma degli angoli interni & inferiore
o due retli.
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TEOREMA.

La somma dei tre angoli @i un triangolo ¢ uguale a
due angoli retti, (180°).

Jostruiamo un triangolo qualungue. Due almeno
dei suoi angoli essendo acuti, chiamiamo B e € i loro
vertici, o il terzo vertice sia 4. Allora, se AP (fig. 112)
¢ la perpendicolare condotta da A su B0, PAe PB
g’incontrano in P, e s’incontrano cosl che i due an-

L ; M

‘B

PR
9}

Fig. 112

goli interni dalla stessa banda di BP da cui sta 4
danno meno di due angoli retti e uno di essi, quello
in P, & retto: quello in B dovrd essere acuto, quindi
£ &1 trova fra B e (.

Se ripieghiamo A4 su P, la piega biseca AP ad
angolo retto, ed & percid parallela a B, e taglia in
conseguenza (efr. Hsere. 2, pag. 173) AR e AC in
dune punti L ed M, tali che AL=LB e AM-M(.
Possiamo pereid portare tanto B quanto C a giacers
in P, cosi che LB giaccia lungo LP ed MC lungo
Mp: allora i tre angoli del triangolo ricoprolio per
Vappunto in P due angoli retti, il che dimostra il
teorema. :
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ESERCIZL.

1. Due angoli di un triangolo valgono rispettivamente
22 gradi-e mezzo e 45°, Qual & Tampiezza del terzo angolo ¥
Piegare un tale triangolo. ) o .
2. Quanti gradi misara un, angolo d’'un triangolo equi-
latero ¢ : . .
3. Piegare eon’ precisione un angolo di 15°.

‘4. Costrnire un triangolo :rettangolo di cul un angoie

N

valga 80°. Quanto ¢ ampio il terzo angolo?

IL TRIANGOLO RETTANGOLO.

§ 30. — Pieghiamo due rette quali siensi ad anﬁgtﬂo
retto, AB ed AC, e una terza, BC, che e incontm\ en-
trambe: ABC & un
triangolo reltan-
golo: il lato BO,
opposto all’ angolo
retto, si chiama la
sua ipotenusa. Poi-
che i tre angoli di
un triangolo som-~

Fig. 118, mano a due angoli

retti, Vangolo retto

BAC ¢ uguale alla somma degli altri due angoli del
triangolo.

PO‘ZSiame ripiegare gli angoli in B e € per 1}.10da
da portarli a ricoprire 'angolo retto in 4. Infatti; se
0 @ il punto medio di BC, la perpendicolare condotta

A
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da O sopra AFE & parallels ad AC ¢ biseca percic
AB (efr. Hserc. 2, pag. 173). Se allora pieghiamo il
foglio cost che B coincida con A, la piega passerd
per O, ¢ OB coincidera con 04 (fig. 113).

Similmente, se ripieghiamo € su A, OC giacera
lungo OA, accanto ad OB, e i due angoli acuti del
triangolo si troveranno esattamente sovrapposti all’an-
golo retto. Questo dimostra nello stesso tempo che,
essendo O il punto medio dellVipotenusa BC di un triasn-
golo vettangolo ABO,

0A=08=0C(,

¢ percio un circolo di diametro BC passa per A.

ESERCIZL

1. Far vedere che, se la somma di due angoli di un
triangoelo equivale al terzo, il triangolo & rettangolo.

2. Far vedere che un triangolo iseritto in un semieir-
colo, ed avenie per uno dei lati il suo diametro & un trian-
golo rettangolo.

3. La retta congiungente il vertice dell’angolo retto di
un iriangolo rettangolo col punto medio dell’ipotenusa di-
vide V'angolo retto in due parti rispettivamente eguali ai
due angoli acuti del triangolo.

4. In un triangolo qualunqueé la retta congiungente un
vertice col punto medio della base e maggiore o minore della
meta di tale base secondo che Pangolo al vertice considerato
¢ acuto od ottuso,

5. La perpendicolare condotta dal vertice dell’angolo
rette di un triangelo rettangolo sull’ipotenusa divide il trian-
golo date iu due triangoli ognune dei quali ha gli angoli
rispettivanienie eguali a quelli del triangolo dato.

12 Youss Geomelria,
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6. La perpendicolare dal vertice dell’angolo retto sul-
Vipotennsa in un triangolo rettangolo forma con uno dei
lati eontenenti Pangelo retto lo stesso angolo che Paltro di
questi latl forma con la retta congiungente il vertice del-
Vangolo retto col punto medio dell’ipotenusa. (La perpen-
dicolare e la mediana si chiamano pereid coningate isogo-
nali. (Cfr. pag. 195).

7. Un triangolo rettangolo di eui un angolo valga la
meti d’un retto & un triangolo rettangolo isoscele.

AREA DI UN TRIANGOLO RETTANGOLO
E DI UN RETTANGOLO.

§ 31. Avea del triangolo rettangolo. — Per gli
estremi B ¢ O del-
Vipotenusa di un
triangolo rettan-
golo ACE condu-
ciamo delle per-

Queste 8’ incon-
trerannc dallg
parte di BU op-
posta ad 4, e for-
meranno un reb-
tangolo A BZC
(fig. 114).

It triangolo ZBO
ha Vangolo in B eguale all’angolo AUB, perché in-

Z
Fig. 114.

pendicolari ai lati.”
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sieme con ABC forma un angolo retto ; cosi Pangole
in ¢ del triangolo ZBO e uguale all’angolo ABC.
Quindi i due triangoli ABC, ZBCU sono congruenti,
perche hanno eguali due angoli e il lato compreso fra
questi & loro comune. I due triangoli hanno quindi
sgnale arvea, ¢ clascuna ¢ la meta dell’area del ret-
tangolo ABZ0, contenuto da AB e AU (§ 17). Dungue
Vavea di un triangolo rettangolo vale metd dell arow
del vettangolo contenuto dai lati ehe comprendono I'an-
gole retto,

Area del rettangolo. — Ripieghiamo AFE sul pro-
tungamento di A cosi da ottenere la bisettrice del-
Pangolo retto adiacente a BAC, (fig. 115). La pilega
incontri il prolungamento di Z& in 17, e il prolun-
gamento di ZC in H. Per I' ¢ H pieghiamo le per-
pendicolari LF ed LH, segantisi in L. Sia A il punto
d’incontro di LH con BA, e 6 quello di ¢4 con FL
(fig. 115).

B agevole far vedere che BAF, ZHF e CAH sono
triangoli rettangoli isosceli (Hsere. 7, pag. 173) ¢ che,
se pieghiame il foglio lungo FH, FZ coincide con
FL, ed HZ con HL, AE con 4G ¢ A0 con AK.
Quindi, siceome un triangolo vettangolo isoscele &
meta di un quadrato, ZFLH ¢ un quadrato, e tali
sono pure ABFG ¢ ACHK; questi altimi sone eviden-
temente i quadrati dei lati A8 e A0 del rettangolo.
Il guadrato grande ZFLH & quadrato della somia
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dei lati adiacenti del rettangolo, poicheé BF & egunale
a B4, essendo questi lati di un gqunadrato.

Allora, se A B fosse un centimetro e AC due cen-
timetri, ZF varrebbe tre centimetri; il quadrato pii
piceolo varrebbe un centimetro quadrato, il seconde
quattro centimetri quadrati, e il grande nove centi-

Z ’3 F
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- \
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\
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\
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Fig. 115,

metri quadrati. Quando si ripieghi aneora il foglie
lango FH, i quadrati si ripiegheranno tutti su se
stessi poiche FH & diagonale di tutti quanti. Quindi
il nostro rettangolo ABZC st sovrapporra ad A GLK;
che ¢ percid ad esso congruente. Cosi che i guadrati
dei lati diseguali di un rettangolo, presi insieme con
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due volte il rettangolo contenuto da quei lati, valgono
il quadrato della somma del lati. T lo stesso dire che
Varea di un rettangolo ¢ meta della  differenza fra il
quadrato della somma dei suoi lati diseguali e la somma
dei quadrati dei lati stessi,

Dal che si vede che noi possiamo confrontare Uarea
di un rettangolo con Varea di dati quadrati 5, poiche
abblamo imparato a valutare Varea dei quadrati in
ecentimetri o in metri quadrati, potremo valutare ana-
logamente 'area dei rettangoli.

Cosl, per esempio, tenendo gli stessi mumeri di
prima, Uarea del rettangolo ABDC & meta della dif-
ferenza fra nove e la somma di uno e quatbro centi-
metri quadrati, cioé Parea ¢ meta di quattro, ossia
due, centimetri quadrati,

Poicheé Parea diun triangolo rettangolo vale la meta
di quella di un rettangolo, ne segne che Parea di un
triangolo rettangolo puo anch’essa venir misarata in
centimetri o metrl quadrati.

Quando abbiamo bisogno di sapere quanti centimetri
o metri quadrati stanno in un dato rettangolo o trian-
golo, non & neecessario trovare 'area dei tre quadrati
© pol sommare i due numeri piit piccoli ottenuti e
sottrarre la somma dal pin grande. (V& un modo pil
breve di ottenere lo stesso risultato : si puo fare il
prodotto dei due numeri che indicano le linghezze
dei lati del rettangolo o del triangolo. S8i vede che
questo ci avrebbe di nuovo dato due nell’esempio di
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prima, perche due volie uno fa due, ed e facile per:
suadersi con un numero qualunque di esempi ehe Ig
regola da sempre il risultato esatto. La dimostrazione
di guesta regola ¢ cosl difficile come gnella della re-
gola per trovare in modo soddisfaciente 'area dei
guadrati ¢ dev’essere rimessa a gtudio pitt avanzato,

ESERCIZL

1. Nella fig. 115 mostrate colla piegatura e dimostrate
che 414 ¢ eguale e perpendicolare a BC (cfr, Eserc. 6, pa-
gina 178).

2. Fate vedere che nn gquadrato & diviso da due reite
eondotte parallelamente ai lati per un punto gualsiasi 4 una
dingonale, £, in due gnadrati e due rettangoli, e che questi
ultimi sono congruenti (fig, 115).

3. 8Be nella fig. 115 si conducono due perpendicolari
a BC, BX e OF, a incontrare LF ed LH in X o YV, fate
vedere che BC YA é nn quadrate (BX e CY sono entrambe
egnali e parallele ad AL).

4. Inscrivere nn quadrato in un quadrato date, con une
dei vertiei in un date punto. iSia il punto B nella fig. 117 :
fate Z0 = BF: O & un altro vertice del guadrato, poi vale-
tevi dell’esercizio precedente).

TEOREMA DI PITAGORA.

§ 32. — L’ipotenusa. - Qual & il maggior late di
un triangole rettangolo? IJipotenusa, che & opposta
allangolo pitt grande. Sappiamo. tuttavia che Pipo-
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fenusa ¢ minore della somma dei due lati che com-
prendono Pangolo retto; percio, per il § 15, il qua-
drate costraito snllipotenusa & minore del quadrato
costruite sulla somma dei eateti. La fig, 115 ¢i ha
fatto vedere ben chiaro che la somma dei gnadrati

Fig. 116,

dei cateti del triangolo rettangolo era minore del
grande quadrato costruito sullaloro somma. La fig. 116
¢i mostra per bene che il quadrato dell’ipotenusa &
minore dello stesso grande quadrato. Ora queste due
aree, entrambe minori dell’area del quadrato grande,
sono in realta eguali fra loro, e la fig. 117 ¢i indica
come possiamo piegare il foglio per far vedere questo




184 Teorema di Pitagoro

mediante la sovrapposizione. Nella fig. 116 il quadrato
dell’ipotenusa & inscritto nel guadrato della somma
dei cateti,

Per piegare questa fig. 116 dapprima costruiamo il
quadrato BOED e pieghiamo in seguito le perpen-
dicolari da D e da F sopra ABe AC (che dovevano
2id esser stati prolungati nel piegarli), si forma cosi
la figura AMPN che & facile far vedere essere il qua-
drato della somma dei cateti, giacche i quatéro trian-
goli ABC, BMD, PDFE, NE(C si dimostrano subito
congruenti. Ne segue allora che il qunadrato dell’ipo-
tenusa, insieme con quattro volte Uarea del triangolo,
equivale al quadrato della somma dei cateti; ma,
poichd il doppio dell’area del triangolo vale il rvet-
tangolo contenuto dai cateti, ne segue che Varea
del guadrato dell’ipotenusa, come la somma delle aree
dei quadrati dei cateti, deve essere aggiunta al doppio
del rettangolo dei cateti per dare il quadrato costruito
sulla somma dei eateti stessi. Adungue il quadrato
dellipotenusa  equivale alle somma del quadrati dey
cateti (teorema di Pitagora).

La fig. 117 insegna come si debba piegare la carta
perche ¢id si veda con tutta chiarezza. Qui sono
riunite le fig. 115 e 116: il triangolo ZBU della fig. 115
non & piegato nella 117 per maggiore semplicita. La
parte di figura che sta sotto la linea BC puo essers
sovrapposta, in due pezzi, alla parte sopra la st,osg'a

linea, piegando lungo BO e lungo la retta che taglia
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il segmento BO ad angolo retto. Ciascuna delle parti
sovrapponibili consta di fre triangoli congruenti ad
AEBC e poi del quadrato dell’ipotenusa per Vuna, e
per Paltra dei quadrati dei cateti. I pezzi da sovrap-
porre sono colorati rispettivaments in verde-giallo e
in azzurro,

Il triangolo BME pud venire immediatamente so-
vrapposto ad ALK piegando lungo 4B e lungo la retta
che lo taglia .per metd ad angolo retto. Similmente
il triangolo CND si pud sovrapporre al triangolo AGL
piegando lungo AC e alla sua bisettrice perpendi-
colare. Infine il triangolo PHD si pud sovrapporre
ad ABC, piegando secondo le diagonali C# e BD
del quadrato di BC.

Dunque, per le avvenute sovrapposizioni:

L. L figura sotto BO = la figura sopra BC.
2. Triangolo BMFE = Triangolo AKT.
3. Triangolo OND = Triangolo AGIL.
4. Triangolo PDE = Triangolo ABC.

In conseguenza: Quadrato BODE = Somma dei due

quadrati AGFB ¢ AKHC.

ESERCIZI.

1. Se nella fig. 117 si prolunga B a incontrare FI
i X, ¢ DUa incontrare HI in ¥, si faccia vedere piegando
e poi si dimostri ¢che BAYC & un quadrato.

2. Nella fig. 117 si faccia vedere piegando e si dimostri
che LA & perpendicolare a BO.
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PARALLELOGRAMMI.
& 33. — Definizione e proprietd del parallelo-
g’ramma. - Se disegnate un triangolo qualunque

ABO, e per B e C conducete le parallele ad A8 e
AU, queste si incontreranno dalla banda di BCU op-
posta ad A, poiche gli angoli che ivi essi formano
con BC sono alterni degli angoli in B e O del primi-
tivo triangolo, ¢ danno
percido una somma mi-
nore di due retti. Bia 2
il punto in cui s’incon-
trano, allora il trian-
golo ZBC e congruente
ad ABC, avendo i due
triangoli il lato BCO
comune e gli angoli che
lo comprendono rispet-
tivamente egunali. Iinterno dei due triangoli uniti
costituisce una porzione di piano separata dal rima-
nente dai quattro segmenti 4B, BZ, ZC, 04, i quali
formano wn quadrilatero coi lati opposti paralleli, detto
pereio parallelogramma. '
Segue da cid che abbiamo detto che ¢ lati opposti
di un parallelogramma sono eguali. .
La porzione di piano compresa entro i due.trmn—
goli, insieme col lato comune BC, dicesi parte interna

Fig. 118.
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del parallelogramma e si chiama la sua area - i lati
del parallelogramma la chindono o la limitano. Larea
del parallelogramma & dunque doppia di quella del
triangolo A BC.

Gli angoli del parallelogramma sono ghi angoli (con-
vessi) formati dai segmenti che sono suoi lati: 1in-
terno del parallelogramma & interno a ciascuno dei
SU0L angoli,

E ¢hiaro che gli angoli opposti del parallelogramma
sono eguali, ¢ gli adiacenti sono swupplemeniari.

I segmenti BC e AZ sono detti diagonali del paral-
lelogramma. Una diagonale divide i parallelogrammna
in due parti congruenti. Cid & stato gia stabilito per
la diagonale BC, e si puo provare allo stesso modo
per Paltra diagonale.

Se uno degli angoli d’un parallelogrammsa & retto,
il parallelogramma & un rettangolo, cosi che wn ret-
tangolo £ wn particolare parallelogramma, come un
quadrato & un particolare rombo.

ESERCIZIL

1. 3e le diagouali di un parallelogranima sono eguali,
il parallelogramma & un rettangolo,

2. La diagonale maggiore di un parallelogramma &
que lhi {*ho ne congiunge i vertiei degli angoli acuti.

» ABC ¢ ZBC sono due triangoeli costruiti da bande
uppmw [h una base eomune B{, cosi ehe siano eguali 4B
& ZO, e stano pure eguali AC e ZB, si faccia vedere che
ABZC & un parallelogramma.
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(1 triangoli ABC e ZBC sono congraenti perche i tre lati
dell’uno sono rispettivamente egunali ai tre lati dell'altro;
pereio ¢li angoli alterni 4 B0 e ZBU sono eguali).

Presi due segmenti eguali e paralleli, congiungete
un punto P dell’uno con un punto ¢ dell’altro. Gli
estremi dei due segmenti possono ora venirve distinti
come gincenti alla destra o alla sinistra di P'¢, ciod

alla vostra destra o sini-

Q C

Dy —=717 stra se  state guardando

// - - ; ]
/ R P /  dritto nella direzione da

) -

> / ‘ . .

,/ e S~ / > ) (g, 119).
- S . . P "
ot s e Chiamiamo i due estremi

di sinistra 4 e D e quelli
di destra B e ¢, cosi che
AB e DO sono i segmenti paralleli. 1 quattro punti
A, B, ¢, D, possono venir congiunti mediante quattro
altri segmenti A0, AD, BO e BD: di questi 4D &
tale che B e O stanno dalla medesima banda di esso,
giacendo entrambi alla destra di PQ, mentre AD &
alla sua sinistra. Per 1a stessa ragione 4 e D stanno
entrambi dalla stessa banda di BC. Ma AC separa
B da D e BD separa A da 0, poiche, essendo DCA
an triangolo, la somma dei suoi due angoli DAC e
ADC ¢ minore di due retti, e percio minore della
somma deghi angoli DAB e ADC interni alle paral-
lele AB ¢ DC; quindi Vangolo DAC & minore del-
Pangolo DAB, cosl che UA & interno all’angolo DAB
& separa B e D: similinente B separa 4 e C.

Fig. 119,
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Dunque, se due dei segmenti congiungenti quattro punii
sono eguali ¢ paralleli, due e due soli dei sei segmenti
sono tali che ognuno separa i due punti che non giac-
ciono su di esso.

TEOREMA.

Se AB ¢ OD sono segmenti eguali ¢ paralleli, ¢ A D
¢ BU sono Ualtra coppia @i segmenti, congiungenti 0gnUNG
due ostremi senza separvarve gli altri due, ABCD ¢ un
parallelogramma.

Tiriamo A¢: questo separa B da D per modo che
BAC e DOUA sono angoli alterni e quindi eguaali. An-
cora AB ¢ eguale a 0D ¢ A0 & comune ai triznngoli

BAC ¢ CAD, e gli angoli che or ora si son trovati

eguali sono gli angoli da essi compresi; percio i trian-
goli considerati sono congruenti, e gli angoli DAC
¢ AUB sono eguali, cosi che 4D & paralielo a B e
ABCD & un parallelogrammsa.

Area del parallelogramma e del triangolo. —
Abbiamo visto che Parea di un triangolo ¢ meta del-
Varea di un certo parallelogramma. 11 teorema seguente
mostra che sipuo misurare area diun parallelogramma
essendo essa eguale a quella di un determinato ret-
tangolo.

TEOREMA.
Larea di un  parallelogramma ¢ uguale a quella di
win rettangolo avente la stessa base ¢ compreso fra le
stesse parallele.
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Pieghiamo un parallelograrama ABCUD e le‘perp(e%
dicolzﬁ*i per 4 e B aile parallele 4B, 1)(7 (hg’f. 12’(1%);
Se gueste incontrano 0D in Fein F, F] F:, AB e UD
sono eguali fra loro come lati opposti di ])%H‘é;llﬁl{%‘}()‘:
grammi. Percio uno dei punti ¥ od ¥ (1<>ij> t,rowux@
fuori del segmento 0D, e pud darsi che ne siano :nn'che,
fuori entrambi. Sia F il punto fuori di 0D 1}{%! primo
caso o quello fra i due pitt lontano da ¢ ¢ D nel ?e;
condo, 6 per I conduciamo F'@, parallela ad AD o BC.

F D £ C I
5 A B G AB
Fig. 120, Fig. 121

He allora si piega il foglio ecosi da fay miueidf-?re
B eon A, B si sovrapporrd ad F. Ripiegate (91';); in-
dietro il ' triangolo CEB lungo BE cosi' che i d.ue
triangoli OBE e GAF siano distesi innanzi a \*mf n;\«
aiem{{ essi formano allora un paral]elngmmma, pmt;he
AC & perpendicolare a B che coinmdfa con A ﬁ,. [
eost A, mentre BO e GF, parallele prima della pie-
oatura, fanno econ KO, appoggiato su un alf;m tratto
3(511;1 sua stessa retta, angoli alterni (’.g‘lliﬂyl, t'iﬂ BOTLO
guindi parallele ancora. Dundue CEE e (I,A,zlf‘ soilo
triangoli congruenti, meta del paraﬂe]og 'mnn'lg o u?
si ¢ ottenuto colla piegatura (fig. 121). T due triangoli
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80no percio entrambi congruenti al triangolo ADF,
che, sulla parte di foglioc non piegata, forma con GA ¥
un parailelogramma, Sono dunque congruenti i tre
triangoli GAF, ADF, OHB. Se si piegano in dentro
i due primi, si ottiene il parallelogramma ABOD ; se
si ripiegano invece il primo e Pualtimo, si rimane col
rottangolo ABEF. Dunque le aree del parallelogramma
e del rettangolo sono eguali, giacche, con due dei
tre triangoli dimostrati congruenti, costituizscono 1
medesima figura GBOD.

&

ESERCIZL
1. Far vedere che parallelogrammi aventi la medesima

base o basi eguali e compresi fra le stesse paralliele (') hanno
aree egusi

2. Far vedere che triangoli aventi Ia medesima base o

basi eguali e compresi fra le stesse parallele () hanno area
egunle,

La lunghezza del segmento di perpendicolare eon-
dotto dal vertice di un triangolo sulla base dicesi
altezza del triangolo. Quindi il nostro teorema stabilisee
in altre parole che ’area di un triangolo & meta di
quella d’an rettangolo i cui lati valgano rispettiva-
mente la base e Paltezza del triangolo: pill bLreve-

*) Bi dice che un parallelogramma & compreso fra due paralisle se
ano dei suoi lati & parte dell’una e il Iato opposto & parte dell’al

fra.

{#) 8i dice che un triangolo & compreso fra due parallele se la sua
base & parwe dell’una « il suo vertiee appartiene all’altra.




192 Parallelogramms

mente diciamo Varea di wn rettangolo é metd di quella
del rettangolo contenuto dalla sua base e dalla sua al-
tezza. ] ’ ’
Divisione di un rombo in due piceoli rqmbl ~.e
due parallelogrammi. — Abbiamo veduto (v. hg. 113)
¢he un quadrato & scomponibile in due quadrati esdue
rettangoli mediante due parallele ai lati condotte per

z B &
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Tig. 192.

un punto qualunque d’una diagonale. Proprio nella
stessa maniera (fig. 122), un rombo viene scomposto
da due tali rette in due rombi pitt piccoli e due paral-
lelogrammi.
TEOREMA.

1 rombi costruwiti su due segmenti gquali siensi, con
qualunque angolo, presi insieme con due volle 1',[’ paral-
lelogramma  costrwito cogli stessi due segmenti ¢ col
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medesimo angolo, hanno area equale a quella del rombo
costruito, sempre coll’ angolo seelto, sulla somma dei due
segmenti.

La dimostrazione di questo teorema & del tutto si-
mile a quella data per il caso del quadrato. La dia-
gonale FAH del rombo grande biseca i suoi angoli
e forma coi lati e colle parallele BAK o CAG angoli
alterni eguali; allora gli otto angoli segnati nella
fig. 122 sono eguali; dal che consegue che BAF e
UAH sono triangoli isosceli. Se ora pieghiamo il foglio
lango FH, ne segue, appunto come per il quadrato,
che Z coincide con I, B con G, O con K. Quindi
ABZC e AGLK sono parallelogrammi congruenti, e
BFGA, CAKH, che si possono ottenere piegando
triangoli isosceli sopra la lore base, sono rombi de-
seritti sui lati dei parallelogrammi stessi. Infine la
somma dei lati adiacenti di ciascun parallelogramma,

© uguale alla lunghezza del lato del rombo maggiore,

giaccht BA e BF, lati di uno stesso rombo, sono
eguali, e ZIF vale la somma di ZB con AR,

TRIANGOLI CONIUGATI.

§ 34. Definizione e costruzione. — Dato un trian-
golo e geelto quale dei lati, p. es. BO, si voglia con-

siderare come base, sia A Popposto angolo al vertice:
‘abbiamo visto che esso determina un parallelogramma,

13 Yourxe, Geomelria.
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di cui BO & una diagonale. Se AZ & altra, il‘ trin‘x)ai
golo ABZ & anch’esso metd del pamllelogra,mma,‘ u\
gsolo congruente ad ABC se il parz\ﬂ.lelogra,mmjllbt,
un rettangolo, eiod se 1"angolo in A & retbo. Q,ruea )
triangolo ABZ ac-
compagna ABO éd
& da questo determi-
nato; ¢ a sua volta
determina il trian-
golo A B (: questo
triangolo A BZ, o
qualungue triangelo
ad esso congrueunte
Fig. 123, dicesi coniugato di

A B0 rispetto alla

base B0, e le due diagonali BCO ¢ AZ sono debte basi

A

Z

coniugate. . . .

Se desiderate costruire un triangolo eoningato a un

i lat farlo i ‘¢ diversi modi, a se-
triangolo dato, potete farlo in tre : 1,bmv
conda del lato del triangolo che scegliete per base.
Se il triangolo dato & equilatero, i vari triangoli otte-
nuti sono congruenti I’uno all’altro. Ma in generale,
dato un triangolo, ve ne sono tre, non congruenti fra
loro, ad esso coniugati.

ESERCIZL

i ite s 1n segmento

1. Dato un triangolo 4B0, cosbrm‘te %opr@ ! : g on
eguale ad AC e dalla stessa banda di esso due triang 1,
0?;11uno avente due lati eguali al 4B e AU e area eguale

Rette contugate isogonali 195
ad ABC. Fate vedere che I'uno di essi & congruente ¢ altro
& eoniugato ad ARBQ. (ZB0 e ZBA nella fig. 123).

2. Sia ABC un triangolo qualungue (fig. 122) di bage BC
& angolo al vertice in d. Prolungati BA in K e 04 in A,
cosl etie divengano lati dei rombi BAGE e CAKH su BA
e UA, si prolunghino i lati F& ¢ K opposti a Bd e g4 ™
fino ad incontrarsi in 7, Ltriangoli LKA o LAG B0N0 en~
trambi coningati ad ABGC, e BOed AT sono basi coniugate.

RETTE CONIUGATE ISOGONALIL

§ 35. Rette associate. — Scelto j] lato BO di un
triangolo ABC come sua base, sard A P'angolo al
vertice. Ogni retta condotts per A e segante la base
BO in T, determinera
una e una sola retta ul-
teriore A48, passante per
A, che formi con AB 1o
stesso angolo che A7
forma con AC. Viceversa
AS determina nello g
stesso modo A7 e pes.
sun’altra retta. 48 in-
contrera dunque pure la base B(, ¢ potremo pren-
dere come punto § il punto d’incontro di A8 con B0,

Due tali rette passanti per il vertice di un angolo
e formanti coi Iati di esso angoli eguali diconsi con
nome scientifico coniugate isogonali, vale a dire rette
che si accompagnano formando angolj eguali. Si pos-

A

T C

Fig, 104,
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gsono anche chiamare semplicemente rette associate ri-
guardo agli angoli. ’

Se ARC & un triangolo ¢ T il punto medio della
base BC, AT prende il nome di mediana per A. Se
il triangolo ABC ha un angolo retto in 4, (fig. 125),
I’angolo SA B, essendo eguale all’angolo T'4 0 & uguale

A

B S T
Fig. 125,

all’angolo TCA o BCA, e, insieme coll’angolo UBA
o SBA, forma un angolo retto, cosi che S§BA & un
triangolo rettangolo, ¢ A8 & la perpendicolare con-
dotta da A sull’ipotenusa. Dunque la confugate AS
della mediana relativa al vertice A dell’ angolo retto di
un triangolo rettangolo & la perpendicolare all’ ipotenusa
uscente da A.
ESERCIZIO.

Tate vedere che, se la mediana AT e la perpendicolare A8
dal vertice 4 di un triangolo di base BC, sono coningate
rispetto all’angolo al vertice, il triangolo & rettangolo.

La simmediana. — La conitigata isogonale della
mediana ¢ detta simmediana. Nel caso del triangolo
non rettangolo essa ha spesso le proprieta della
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perpendicolare condotta dal vertice dell’angolo retto
sull’ ipotenusa nel triangolo rettangolo, come si puo

vedere paragonando gli esercizi seguenti con quelli
alla fine del § 31.

ESERCIZI.

1, Nella fig. 122 fate vedere piegando e poi dimostrate

che AL & coniugato alla base BC del triangole 4 B(, e che
il prolungamento di AL & la simmedians condotta da A4,

2. Nella fig. 122 le simmediane da 4 e Z sulla base
comune BC dei triangoli ABC e ZB( sono parallele.

3. Be nella fig. 122 si conducono X e COY parallele
alle simmediane da 4 su BC ad incontrare LF ed LH in X
ed ¥, fate vedere che BCOYX & un parallelogramma, e che
i suol lati adiacenti sono basi coningate.

4. Inscrivere in un rombo dato un parallelogramma,
avente un dato vertice e i cui lati adiacenti siano basi co-
niugate dei triangoli che esso taglia ai vertici del rombo.

Fare vedere che gli angoli di questo parallelogramma
equivalgono a quelli formati dalla base di uno dei triangoli
con le simmediane.

Quest’ultimo problema 4 corrisponde a quello illustrato
dalla fig. 116, che & il caso speciale di questo quando il
rombo sia un quadrato: i triangoli tagliati ai vertieli sono
allora triangoli rettangoli, cosl che le basi coningate sono
eguali e la simmediana ¢ la perpendicolare stessa. Adope-
rando le stesse lettere della fig. 116, otteniamo la 126, che
illustra il caso generale. Se B & il vertice dato dell’Es. 4,
dobbiamo prendere 40 eguale a BM e determinare i punti D
ed I facendo ME e PD eguali ciaseuno ad AB. Si vede
allora facilmente che'il triangolo PED & congruente ad ABC
e pud essere ad esso effettivamente sovrapposto, piegando
il foglio lungo le diagonali BD e CK. 1 triangoli MBE
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ed NOD sono poi ciascuno coniugato ad A.BC, poiche, come
agevolmente si puo far vedere, i due lati che s ’incontrano nei
due vertici M od N del rombo sono eguali ad AB ¢ AU, mentre
Pangolo compreso & supplementare a BAC. Quindi BEe D
sono entrambe basi coniugate di BC e sono- percid egunali.
Viene in conseguenza, come nell’Esenrc. 3 del § 32, che LEDC
& un parallelogrammas infatti, tirando BD, gli angoli CBD
ed BDB sono eguali: questi sono angoli alterni; poiché €
ed I stanno certo da bande
opposte di BD; quindi £U
e DI sono parallele: simil-
mente sono parallele BEo O,
cosi che BCDIS & un paralle
logramma, i cui lati sono l);mi
coniugate dei triangoli tagliati
ai vertici.
Per mostrare che gli angoli
di questo parallelogramma
sono eguali a quelli formati
con BC dalle simmediane si
Tig. 126. conducono OZ e BZ parallele
ad AB ed AC, formando il
parallelogramma ABZC: AZ & allora la mediana per 4 del
triangolo ABC. 1 triangoli MBE ed AZ(C sono entrambi
coniugati ad ABC rigpetto alla base BC, e sono percio con-
gruenti; cosi che l'angolo HBM & eguale all’angolo ZAC,
e questo & uguale all’angolo SAB formato con AB dalla
simmediana. Ma AS e BE stanno dalla medesima banda
di 4B, in modo che EBM ed S4B sono corrispondenti; in
consegnenza BIE & parallela alla simmediana AS e cost
pure OD; quindi ancora langolo CBE, o SBI, & eguale
al suo alterno BSA4, e, poiche gli allo"oh adiacenti del paral-
lelogramma sono supplementari, Pangolo BOD & eguale al-

[S——

w E

Pangolo 4SC. Cosl che gli angoli del parallelogramma sone’

eguali a quelli formati da BC con la simmediana 4.5,
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PROBLEMA.
¢ Piegare (o disegnare) la simmediana.

Piegato un triangolo qualunque ABC, se ne pro-
lunghino i lati passanti per 4. 8i pieghi il foglio
lungo la bisettrice dell’angolo esterno in 4, punteg-
giata nella fig. 127 e, piegata in fuori la parte di foglio
oltre BC, si costruisca mediante BCO una retta GK.

Spiegato ‘il foglio, bisechiamo il segmento G

Fig. 127.

in 7”, sovrapponendo K a ¢. Con una piega congiun-
giamo il punto 77 di bisezione, con A : se § & il punto
in cui la piega incontra BC, AS ¢ la simmediana.

Per dimostrarlo torniamo a far coincidere GK
con BC, e percio il punto 17 col punto medio 7' di BC.
Allora A7” & sovrapposta alla mediana, cosl che ’an-
golo AT/, opposto al vertice di SAB, ¢ uguale
TAC; dunque'TAS & la coniugata isogonale del]a
mediana, cioé la simmediana.
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Per disegnare la simmediana serve la stessa costra-
zione, quando si determinino i punti & e K per modo
che AG sia eguale ad AB e AK ad AC.

TEOREMA.

Se sopra due lati di wn triangolo si costruiscono dei
rombi eon un angolo eguale all’ angolo al wvertice del
triangolo dato, la somma delle loro aree ¢ uguale a
quella del parallelogramma  contenuto dalle base del
triangolo ¢ dalla sua base coniugata, con angoli eguali
@ quelli formati dalle base colla simmediana.

Quando il triangolo & rettangolo, questo consegue
dal teorema di Pitagora, ¢ pud essere dimostrato in
modo analogo, La fig. 128 corrisponde esattamente
alla fig.” 117, essendosi tenute nei due casi le mede-
sime lettere. La parte sopra la linea BC consta del
triangolo ABC, di due rombi sui suoi lati ABe A0,
e del parallelogramma AKLG, il quale ha un’area
doppia di quella del triangolo 4BC.

La parte inferiore della figura comprende i due
triangoli BME e OND, il triangolo PDFE e il paral-
lelogramma BODE. Per ottenere questa parte della
figura bisogna piegare AB e la sua bisettrice perpen-
dicolare, cosl da avere il parallelogramma AKLG a
faceia in su nella parte inferiore del foglio: serven-
dosi poi di esso come modello, si piega la figura in-
feriore: piegando contro KL, si ottiene ME, e poi
contro AL, BH. Allora, per costruzione, il triangolo

Fig. 128,
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BME ¢ congruente ad AKT. Analogamente si puo
piegare OND congruente ad 4G servendosi di una
piegatura lungo AC e lungo la sna bisettrice perpen-
dicolare.

[ triangoli PDE e ABC sono allora congruenti,
€ 81 possono sovrapporre piegando lungo le diagonali
8D e OH del parallelogramma BODE.

Se ora tutta la figura viene ripiegata secondo B¢
e la sua biseftrice perpendicolare, la parte al disopra
della base BC si pud, in due pezzi, sovrapporre alla
parte che sta sotto, come & indicato nella figura dalle
due tinte.

E poiché, per 1 avvenuta sovrapposizione, si sa che
le due parti di figura poste al di sopra e al disotto
di B¢ hanno aree uguali, e cosi pure che hanno
aree uguali le porzioni triangolari, ne segue che le
parti rimanenti sono eguali, e ciod che la somma
delle aree dei dne rombi equivale a quella del paral-
lelogramma.

ESERCIZIO.

Leovema di Pappo. — Fate vedere mediantoe la piegatura,
conme nell’ultimo teorema, che, se si costruiscono sui lati AB,
A di un triangolo A BC due parallelogrammi quali si vo-
gliono BFGA, ACHE, e i lati opposti PG, HK si prolun—
gano ad ineontrarsi in I, ed X, ¥ sono due punti di queste
ultime rette tali che BOXY sia un parallelogramma, si ha
che Varea di questo parallelogramma, di base B(, equivale
alla somma delle aree dei due parallelogrammi BFGA ed
ACHHK costruiti sui lati rimanenti del triangolo. ‘




APPLICAZIONL

1. — Hsprimete con parole vostre ¢io che intendete
¢oi termini — superficie, superficie piana, linea, linea
retta, punto. — Illustrate le vostre risposte riferen-
dovi a un mattone, a una palla, a una stanza (§§ 1, 2).

2. — Dati tre punti in un piano, trovate quante
rette si ottengono congiungendo i punti a due a due.

TFate lo stesso per quattro e per cinque punti (§ 3).

3. — Iabbricate mediante un foglio di carta una
figura rappresentante due rette non gul medesimo
piano e un punto fuori di ciascuna di esse: fate “f'
dere che esiste una e una sola retta che passa per il
dato punto e incontra le due rette, e trovate quale
sard la sua posizione nella vostra figura (§ 3).

(Piegate il foglio lungo una retta qualunque, AC,
e rappresenti una delle parti il piano che passa per
la prima retta e per il punto, e Valtra il piano c]fe
passa per la seconda retta e per il punto. Questo sia
rappresentato da un punto P della AQ diverso da 4
¢ da C e le due rette siano ABe OD: la AC, inter-
sezione dei due piani, & la retta unica che, passando
per P, incontra AB e CD).
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4. — Hate vedere che tre rette non giacenti sopra
uno stesso piano e tali che §’incontrino & due a due
passano tutte per uno stesso punto (§ 3).

+ b, — Fate vedere che tre rette non passanti per
uno stesso punto e segantisi a due a due giacciono
in un piano (§ 3).

6. — I dato un punto d’una circonferenza, od &.

data pure una retta contenente il suo centro. Fate
vedere come & possibile determinare un secondo punto

della circonferenza, e dimostrate I’esattezza della co-

struzione indicata (§ 8).

7. — Costruire una circonferenza passante -per un
punto dato e avente il diametro eguale a un dato
segmento. Trovare qual & il luogo dei centri di tali
circonferenze e costruirlo (§ 8).

8. — Begnate tre punti 4, B, 0, ordinatamente da
sinistra a destra, sopra una retta, e bisecate AR
in M. Fate vedere che MC & metd della somma di

AC con BO, ed MB & metd della differenza fra AC

e BC (§9).

9. — Dati tre raggi 04, OB, 00 seguentisi nel
verso oppusto al moto delle lancette dell’orologio a
partire da 04, bisecate angolo AO0B con un raggio:
OM: MOB & metd della differenza fra gli angoli 400
e BOC, ed MOU & metd della somma degli stessi an:
goli (§ 11). ’

10. — Deserivere una circonferenza di dato raggio
per due punti dati (§ 13).
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11. — Condotti quattro raggi o semirette 04, OB,
0C, 0D in ordine partendo da OA nel verso gia
detto, tali che I’angolo AOB equivalga all’angolo
00D, e Pangolo BOC all’angolo DOA ; a quante rette
questi raggi danno origine? (§ 13).

19. — Costruire un circolo di raggio un centimetro,
il eui centro sia equidistante da tre punti dati 4,
B e O (§ 13). \

13. — AB & un diametro d’un eirecolo e 0D una
sua corda qualunque. Condotti AM e BN perpendico-
lari a 0D, dimostrare che ON e DM sono eguali (§13).

14. — In quante parti viene diviso il piano da
quattro rette ottenute prolungando. in ambo 1 sensi
i lati di un rombo?

Disegnate una retta che attraversi tre delle parti,
una che ne attraversi quattro e una che ne attraversi
cinque. I possibile disegnare una retta che passi per
meno di tre o pitt di cinque di tali parti? (§ 14).

15. — Pate vedere che due diagonali quali 8i vo-
gliano di un parallelepipedo rettangolo s’incontranoc
e sono eguall in lunghezza.

Dimostrate pure che tutte le diagonali si tagliano
nello stesso punto (§ 16).

16. — Presa una figura di parallelepipedo rettan-
golo, mostrate come si possa condurre un piano con-
tenente tre diagonali di facce oppure contenente due
diagonali di facce e una diagonale del parallelepi-
pedo (§ 16).
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17. — In quante porzioni viene diviso lo spazio dai
piani ottenuti estendendo le faccie di un cubo? (§ 16).

18, — Piegate su un foglio di carta due refte che
%’ incontrino, e costruite wuna figura che mostri la
retta perpendicolare a entrambe nel loro punto d’in-
tersezione.

(Siano 04, OB le due rette: pilegate OC perpen-
dicolare a 04, dalla banda di questa opposta al
raggio OB, e piegate O perpendicolare ad OB dalla
banda di essa opposta ad OA. Portate insieme OC
e 0D ad essere verticali, mentre 04 ed OB sono
orizzontali: i due raggi OC e 0D wuniti formano la
perpendicolare voluta). (§ 18).

19. — Mostrate, servendovi della figura precedente,
che, se O & una retta qualunque per O, OK non @
perpendicolare ad OC (la perpendicolare costruita) se
non giace nel piano OAB.

Con questo dimostrate che tutte le rette perpendi-
colari a una retta data passanti per un dato punto
‘di essa giacciono in un medesimo piano (§ 18).

20. — Ifate vedere che esiste un solo piano perpen-
dicolare a una retta per un suo punto e costruite una
figura di carta che lo mostri (efr. n. 18).

21. — Biano 4 e B due punti dati, e P un punte
equidistante da ognuno di essi. Fate vedere che, se

per P si conduce una perpendicolare al piano ABP,

5

ogni punto di questa & equidistante da 4 e da B.
Fate vedere pure che un punto non appartenente

T T
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a una tale perpendicolare non dista egualmente da A
3 ] 18 . 18). ; |
‘ g; ji(i fl ?l[nsmm)i punti medi dei ?ati egyugli f4 B,
AC @ un triangolo isoscele ABU, ¢ B]}flr OL si )(:l(-;
gliano in 0. Far vedere che 40 & perpendicolare a £
(%)2?7 j.] Irl)ll ((?3;;11‘50 parti viene divi§0 un p%ano‘ dl,a ?’LI"{%
rette ottenute prolungando i lati di 111'1\ trmnffg:(()i (j,t )
{Una parte si distingue qui, co‘me gia P]fe% 1\1;;:
mente, per il fatto che due punti r’x,ellav btls(,s?l(i;m;
81 posgsono congiungere con un segmentQ ¢ © o
contra alcuna delle tre rette, mentre non' s; 'p UM; '
eio per due punti in parti (1i.ver'se). QQualllg( i queste
parti sono.porzioni infinite di piano? (§ 19). I
24. — Costruire una retta passante per _quae;‘ )iva
tali parti. B possibile {)(n passare una retta per i
i parti ? (§ 19). o
d]2g?a_t-:wlo)i]segnato<§un trial’lgolo. ABC in culo.lld%;xﬁ:
A B sia eguale al lato A0, costrulre_sql ]fm‘soCB n, h{m;
banda opposta di 4, un guadrato B[)EC 0“01 OgA [)E
A con D e con H, far vedere che il f()l,ltbrlti(;
& isoscele (mediante la piegatgra. 8§ 15 e .t).u o
26. — ABC & un triangolo ISOSG(?IG, a’m'renttemé;d;l-
i lati ABe AC: D &il punto in cui la bjg red P
Pangolo ABC incontra il lato oppost% ';lc :)mm L
punto in cui la bisettrice dell’angolQ AC. ‘ ;]e B.D B
Disegnare questa figura, e far vedere che .

(§ 19).
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27. — Nella stessa figura disegnare lo bisettriei
BEK e OL degli angoli esterni formati dalla base EQ
coi prolungamenti dej lati, AOK ¢ ABI, e far vedere
che BE = (O (§ 19).

28, — Trovare, sopra un fato di un triangolo, un
punto equidistante dagli estremi di uno degli altri
lati (§ 19).

29. — AX e BY 50no segmenti di perpendicolare
condobti da dne puuti 4 e B sopra una rebta XY,
2 la somma delle lore lunghezze vale 1a lunghezza
di XY trovare su XY un punto 0 tale che I’

angolo
A0B sia retto (§ 19).
30. — T nota Ia base di un triangolo e gi conosce

ta lunghezza del segmento congiungente il suo punto
medio ol vertice OPposto: & poi dato che Ia lun-
ghezza di uno dei lati & metd di quella della base,
Oostruire il triangolo (§ 19).

31. — Costruire un triangolo equilatero i data
altezza, (§ 20).

32. — Far partire dg un punto sei segmenti dj
ogual lunghenza, formanti fra di loro angoli eguali
(5 21).

33. — Se per Portocentro di un triangolo equila-
tero ABC & condotta, una retta perpendicolare g]
piano del triangolo, ogni punto equidistante dai tre
vertici del triangolo giace su questa retta (§§ 18 e 20).

34, — ABO & un triangolo equilatero, e le perpen-
dicolari AT, BMY, condotte da 4 e B sui lati opposti,




208 Applicazioni

si incontrano in 0. Far vedere che A0 = BO, che

0L = OM e che A0 = 20L.
Valendosi di questo, far vedere che le tre perpen-

dicolari condotte da A, B e O sui lati opposti cou-
corrono in uno stesso punto.

(Il punto O & 1 ortocentro del triangolo equila-
tero) (§ 20).

35. — Tar vedere che le diagonali delle facce di
un parallelepipedo rettangolo giacciono a tre a tre in
piani nessuno dei quali contiene una diagonale del
parallelepipedo. — Far vedere pure che per una dia-
gonale qualunque di una faccia passano due di gquesti
piani, i quali tagliano dal solido dei tetraedri non
regolari (§ 23).

36. — In quante porzioni viene diviso lo gpazic dai
piani ottenuti prolungando le facce di un tetraedro?

Indicare come scegliere due delle parti cosi che i
segmenti congiungenti un punto dell’ una con un
punto dell’ altra incontrino uno solo dei piani.

Indicare come scegliere le due parti cosl che 1 seg-

menti debbano incontrare due dei piani (§ 23).

37. — Quali degli spigoli del battello di punta sono

perpendicolari alla faceia 27 (§ 23).

T qualcano degli spigoli del tetraedro di punta

perpendicolare a una delle sue facce? (§ 23).

38. — V & il vertice in alto di un tetraedro rego-
lare VABC, e la perpend.icolafe da V sul piano 4BC
incontra questo in O: far vedere che O ¢ Vortocentro

del triangolo ABC.
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(La lunghezza OV ¢ detta L
5 4 o1t a]ter 7,8 o ot o]
(§ 23 e n. 33). zza, del tetraedyo)

5 — ] .
39. Costruire un segmento eguale all’altezza di
un dato tetraedro regolare (& 23).
40. — Costruire un tetraedro regolare di dats al.

tezza (§ 23).

41. —m‘Far vedere che la perpendicolare condotty
ﬂal vertice A sulla faccia VBO del tetraedro Ir .
lare VA.BU incontra la perpendicolare (:()n(iétta d(:%({lm'
sul piano ABC. (Entrambe giacciono nel piar;() (:1 o
passa per‘ AV e biseca BO) (§ 23). S
' 42. - Le perpendicolari condotte da ciaseun ver
tlc‘e di un tetraedro regolare sulla faccia 6)')0*‘?
8’incontrano in un punto G (§ 23). (Servirsi d{j "h"ll,
mero precedente), o

'G e detto centro di gravita del tetraedro: se questo
V](‘l.“le sosyeso per un vertice, si dispone in modu (;h@
la linea dl sospensione passi per il centro di g‘l‘avit‘\’

43 ~ Far vedere che il centro di gmvité, di u(
tetraedro & equidistante dai quattro vertici: costruirjz
\ op N i P . 3 X ” A/
é};lse(%mz(;n;o eguale a questa distanza per un tetraedro

44, - Costruite un triangolo di cuj due angoli val
gano rispettivamente due terzi e metd di m; fmw‘{l} ﬂ
retto, ¢ la lunghezza della perpendicolare (:();ld?;)?f)
dal vertice del terzo angolo sul lato opposto v‘l‘lw‘; F(L
]arghez.za, massima del vostro dito p(’)blliiee qu;nTI; :
appoggiato sul foglio (§ 24). | ’

14 Youna, Geomeiria,

4
|
|
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45. — Dimostrare che, se ABC & un triangolo acu -
tangolo, la somma delle perpendicolari condotte dai

vertici sui lati opposti & maggiore della meta della -

gomma dei lati del triangolo (§ 24).

46. — L differenza fra le lunghezze di due lati
d’un triangolo & minore della lunghezza del terzo
lato (§ 24).

47. — ABO & un triangolo rettangolo isoscele, ed
M & il punto medio dell’ ipotenusa BO. Sopra AM,
dalla stessa banda di O, & disegnato un triangolo
equilatero DAM. Far vedere che 0D ¢ minore dells
metd di BO (§ 24).

48. — ABC & un triangolo egquilatero. D & un punto
su AB, B su BO ed F su DOA, tali che AD, BH o
OF siano eguali. Il triangolo DHEF & equilatero
($ 25).

49, — Tar vedere che sopra nn triangolo qualungue
ABC preso come base si pud costruire an tetrasdro
ABOD tale che gli angoli ADB, BDO e CDA siano
tutti retti (§ 23).

(Serve la figura di un cubo. Sia stato il triangolo
ABO disegnato abbastanza piccolo perché nessuno
dei suoi lati superi la diagonale di una faccia del
cubo. Lo si taglia via e, fatto passare il resto del
foglio per un vertice del cubo, si adattano per bens
i segmenti sulla superficie di questo ¢ s6 ne dise-
gnano le traccie. 1 tetraedro richiesto & allora (ana-
logamente al tetraedro di punta quando il triangolo
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ha tutti i lati eguali alla diagonale di una faccia
del cubo) determinato su una punta della figura.

50. — Se ABOD & un tetraedro tale che gli an-
goli ADB, BDU e ODA siano retti, la perpendicolare
condotta dal vertice D sul piano 4 BC incontra ognuna
delle perpendicolari congiungenti i vertici del trian-
golo ABC coi lati opposti.

(Serve anche qui la figura di un cubo. La perpen-
dicolare richiesta giace nel piano condotto per D per-
pendicolarmente ad AB: questo piano si vede age-
volmente nella figura, poiche esso contiene DC: taglia
il piano ABC secondo la perpendicolare che p:rte
da C e va sopra AB.

51, — Tfar vedere che le tre perpendicolari condotte
dai vertici di un triangolo sui lati opposti §’incon-
trano in un punto (n. 50).

(Tale punto ¢ detto ortocentro del triangolo).

52. — AB( & un triangolo qualunque. Sopra BO
¢ AU, esternamente al triangolo, sono descritti due
triangoli equilateri.

I triangoli ACD e BCD sono congruenti.

Descritto anche su AB un triangolo equilatero A BF,
esterno ad ABCO, AD, BE e CF sono eguali (§ 25).

53. — Costruire un triangolo date le lunghezze
della sua \base ¢ della mediana e dell’altezza ad essa
relative. B possibile ottenere altri di tali triangoli
non direttamente congruenti al primo? (§ 25).

b4. — Nella figura del n. 18 scegliete un punto

14* Youxa, Geometria.
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arbitrario I di 0C e disegnate una parallela LW
ad OA. Tate vedere che:

a) OB ed LM sono rette sghembe, e OC le taglia
entrambe ad angolo retto;

b) OC & la sola retta che incontri perpendicolar-
mente le due rvette sghembe;

¢) Se P e ) sono punti presi rispettivamente
su OB ed LM, diversi da O e K, I & maggiore
di OK (§ 24).

(OK & detta la minima distanza fra le due rette
sghembe);

d) La lunghezza della minima distanza fra due
rette sghembe & uguale a quella del segmento di per-
pendicolare condotte da un punto di una delle due
rette, per es. LM, sul piano parallelo ad essa ¢ pas-
sante per Ualtra (§ 26).

55. — Sopra la figura di un cubo (o di un paral-
lelepipedo rettangolo) trovate due spigoli sghembi
Vuno allaltro e trovate pure la loro minima di-
stanza. (§ 26).

56. — Sulla figura del tetraedro regolare segnaie
due spigoli sghembil’uno all’altro. Trovate il piano
passante per una di gueste retie e perpendicolare
all’altra, e segnatene V intersezione colla superficie
del tetraedro.

Tate vedere che la minima distanza fra i due spi-
goli sghembi deve giacere in tale piano e trovate
quindi i punti in cui essa incontra i due spigoli.
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57. — Sopra una facecia qualungue di un cubo di-
segnate una retta e trovate la minima distanza fra
questa e uno degli spigoli del cubo perpendicolare
alla faccia.

58. — Si taglia una circonferenza con due rette
parallele. Fate vedere piegando che la circonferenza
& divisa in quattro archi di cui due almeéno sono
eguali (§ 26).

59. — Se due degli archi sono diseguali, fate ve-
dere che le rette congiungenti i loro estremi s’incon-
trano a due a due sul diametro della circonferenza
perpendicolare alle due rette parallele (colla piega-
tura) (§ 26). ;

60. — Costruire il lnogo di un punto equidistante
da due rette parallele (§ 26).

61. — Costruire un triangolo date la lunghezza della
base e quelle dell’altezza e della mediana relative a
uno dei lati. (Far nso dell” esercizio precedente) (§ 26).

62. — Da un punto dato condurre una retta tale
che la porzione di essa intercetta fra due parallele
giacenti nel piano del punto abbia una data lan-
shezza, maggiore della distanza perpendicolare fra le
parallele (§ 26).

63. — Se due piani sono paralleli, ad ogni retta
dell’uno corrisponde una parallela nell’altro (§ 27). -
64. — Se due piani sono paralleli, ogni retta pa-

rallela all’ uno o ¢ parallela all’ altro o giace in
asso (§ 27).
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65. — Due piani sono paralleli a due altri che sin-
contrano lungo una retta AB: fate vedere che i due
primi piani §’incontrano pure, e che la loro interse-
zione & parallela ad AB (§ 27).

66. — Se una retta incontra un piano, incontra
pure ogni piano parallelo a quello (§ 27).
67. — Disegnate una retta su una qualunque delle

faccie di un cubo: trovate e disegnate, sulla faceia
opposta, la parallela la cui distanza dalla prima &
uguale a una lunghezza data, minore della diagonale
di una faccia del cubo e maggiore dello spigolo del
cubo stesso (§ 27).

68. — BSe una retta & perpendicolare a un piano, &
perpendicolare a ogni piano parallelo al dato (§ 27).

69. — Disegnato un quadrato ABCOD, bisecate 4.1
in #, e congiungete questo punto col centro O del
quadrato. Conducete KF perpendicolare ad KB, che
incontri in ¥il prolungamento di C4. Fate vedere che:

@) i triangoli WAF ed BEORB sono congruenti;
b) CF & diviso in tre parti eguali nei punti O ed A
(mediante la piegatura) (§ 29).

70. — ABC & un triangolo equilatero, e le perpen-
dicolari tirate da A e da B sui lati opposti s’incon-
trano in 0. Costruire il triangolo equilatero di base
00 dalla banda di OC opposta a B, e far vedere che
I’area del triangolo ABC & tripla di quella del se-
condo triangolo (§ 29).

71. — Sopra un segmento dato come base costruire

[
5t
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un triangolo isoscele di cui ognuno degli angoli alla
base valga un decimo dell’angolo al vertice (8 2%,

72. — ABC & un triangolo equilatero, BD & per pen-
dicolare alla base BC e incontra il prolungamento
di 04 in D: F & il punto medio di BD. Disegnata
questa figura, far vedere che AF e OB sono pa-
rallele.

Far vedere pure che, se ABC non & isoscele, AH
¢ UB non sono parallele (§ 29).

73. — AB, BC sono segmenti eguali posti di seguito
su una medesima retta e, su BC come base, si de-
serive un triangolo MBC equilatero. Far vedere che,
se N & il vertice di un triangolo equilatere descritto
con base AM, dalla banda opposta a B, ’angolo
MAB & retto (§ 29).

4. — A quanti retti equivale la somma degli an-
goli di un esagono? (§ 29).

75. Dati due punti A e B e una vetta m, disegnare
nna retta parallela ad m ed equidistante da 4 o
da B (§ 29).

76. — Due angoli coi lati paralleli sono o eguali o
supplementari (§ 29).
77. — Dato un triangolo isoscele, trovare di quanto

la somma degli angoli esterni formati dalla base eoi
prolungamenti dei lati supera Pangolo al vertice (§ 29).
78. — ABC ¢ un triangolo isoscele i cui lati eguali
sono AB, AC: da B & condobta una perpendicolare
sul lato opposto A0, e incontra questo in D, Disge-
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gnare la figura, e far vedere che "angolo DBC &
metd dell’angolo al vertice (§ 29).

79. — I/ angolo compreso fra la bisetirice dell’an-
golo al vertice di un triangolo e la perpendicolare
condotta da quel vertice sulla base equivale alla meta
della differenza fra gli altri angoli del triangolo (§ 29).

80. — Sopra un segmento dato come base costruire
un triangolo isoscele il cui angolo al vertice sia gqua-
druplo dell’angolo alla base. Quanti gradi misurera
’angoelo al vertice? (§ 29).

81. — Un lato BC di un triangolo ABC ¢ prolun-
gato in D: bisecare gli angoli BAC, OAD, ¢ far ve-
dere che le bisetirici non possono essere paral-
lele (§ 29).

82. — Fate vedere mediante la vostra figura rap-
presentante la sfera che un piano condotto per un
punto qualunque della superficie sferica taglia questa
in una eirconferenza il cui eentro & sul diametro per-
pendicolare al piano e il eui raggio & minore di quello
di un ecerchio massimo della sfera se il piano non
passa per il suo centro. (8i dice allora che si ha nella
sfera un circolo minore) (§ 8, 18, 30).

83. -— Costruire una figura di carta rappresentante
una sfera con due meridiani, equatore, e due eircoli
minori i cui piani siano perpendicolari all’ asse polave.

(Le circonferenze dei circoli minori si chiamano
linee di latitudine, e quelle dei meridiani linee di
longitudine).
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Si puo costruire colla carta una figura con quante
si vogliono linee di longitudine e di latitudine (§ 8
e numero precedente).

84. — In un triangolo rettangolo la differenza fra
i due angoli acuti ¢ uguale all’angolo compreso fra
la perpendicolare all’ipotenusa dal vertice opposto e
la mediana uscente dallo stesso vertice (§ 30).

85. — Un segmento di data lunghezza si muove
mantenendo i suoi estremi su due rette che s’incon-
trano ad angolo retto. Colla vostra riga determinate
tre posizioni del punto medio £ del segmento: tro-
vate qual & il luogo del punto P per le varie posi-
zioni del segmento, ¢ costruitelo (§ 30).

86. — Costruire un triangolo rettangolo con uno
degli angoli acuti doppio dell’altro, e far vedere che
Pipotenusa & doppia di uno dei cateti (§ 30).

87, — Costruire un triangolo in cui il punte medio
di un lato sia equidistante dai tre vertici. Che cosa
sappiamo riguardo agli angoli di un tale trian-
golo? (§ 30).

88. — Costruire un triangolo rettangolo date le
lunghezze dell’ ipotenusa e di un cateto (§ 30).

89. — ABC e DEF sono due triangoli rettangoli
aventi eguali i cateti AB, DF e il cateto AC mag-
giore del cateto DF. Far vedere che 1’ipotenusa B{
¢ maggiore dell’ipotenusa KF (§ 30).

90. — Secondo le misure agrarie romane P area di
un triangolo equilatere di un centimetro di lato sa-
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" rebbe ritenuta eguale a mezzo centimetro quadrato.
T giusto? Se no, Parea supposta & troppo grande o
troppo piccola? K perche? Costruire sopra una base
lunga un centimetro un triangolo isoscele di area un
mezzo centimetro quadrato (§ 31 con o senza il § 32).

91. — Dimostrare che il quadrato della diagonale
di un cubo & tripla del quadrato del suo spigolo (§ 82).

92. — Il quadrato della diagonale di un parallele-
pipedo rettangolo equivale alla somma dei quadrati
di tre spigoli conecorrenti in un vertice (§ 32).

93. — Costruire una figura rappresentante un cubo,
date la lunghezza della sua diagonale e la lunghezza
della diagonale di una delle sue faccie (§ 32).

94. — Costruire un triangolo ABC in cui BO sia
lungo sei centimetri, A B cinque centimetri, e la per-
pendicolare da A su BC quattro centimetri: dimo-
strare che il triangolo ottenuto & isoscele. (§ 32).

95. — I lati di un triangolo valgono rispettiva-
mente 3 em.; 4 em.; e B em. Far vedere che esso &
rettangolo (§ 32).

96, — ABC & un triangolo isoscele ¢ D un punto
della base BC. Condotte da D due parallele ai lati
eguali AB, AC, dimostrare che la somma delle por-
zioni di esse comprese nel triangolo equivale a uno
dei due lati eguali (§ 33).

97. — ABC & un triangolo equilatero, e ) un suo
punto interno. Condotte per D le parallele ai lati del
triangolo, far vedere che la somma delle porzioni di
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esse comprese nel triangolo stesso equivale al doppio
del lato (§ 33).

98, — Hssendo A BOD un parallelogramma, se ne co-
struisca un altro ad esso circoscritbo PQRS, in modo
che ogni vertice di ABCD stia sopra un lato di PQRS.

Ifar vedere che i segmenti in cui ciascun lato di
PQRS viene diviso dal vertice di ABOD che sta su

21

di esso hauno la stessa lunghezza qualunque sia il
lato (§ 33).

99, — Servendosi dell’esercizio precedente, iscri-
vere un parallelogramma in un altro cost che ogni
vertice di questo stia su ciaseun lato dell’altro (& 33).

100. -— Trovare il punto 0 d’intersezione delle dia-
gonali di un parallelogramma ABCUD, e far vedere che
ogni segmento passante per O e avente 1termini sui
lati opposti del parallelogramma ¢ dimezzato in 7).
(11 punto O dicesi centro del parallelogramma) (§ 33,

101. — Dati due parallelogrammi ABOD, POES,
tali che ciascun vertice del secondo stia su ciascun
lato del primo, far vedere che i due parallelogrammi
hanno lo stesso centro (§ 33).

102. — Costruire un triangolo equilatero tale che la
sua area sia eguale a quella dis

1) Un dato quadrato;

2) Un dato rombo;

3) Un dato rettangolo;

4) Un dato parallelogramma;

5) Un dato esagono regolare (§ 33).
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103. — Costruire un triangolo equilatero la ent
area sia eguale alla somma delle aree delle faceie di:
1) Un dato tetraedro regolare ;
2) Un dato eubo;
3) Un dato cuneo (mezzo cubo) ;
4) Un dato parallelepido rettangolo (mezzo eubo);
5) Un dato doppio tetraedro regolare;
6) Un dato tetraedro di punta ;
7) Un dato ottaedro regolare (§ 33).

104. Preso un triangolo ABC, bisecare i lati B
in Ly, CA in M, AB in N. Sia 0 il punto d’incontre
delle mediane AL, BM. Far vedere che il triangolo
OAB & doppio del triangolo OLB, c¢he 04 = 201,
OB = 20M.

Far vedere in conseguenza che le tre mediane s in-
contrano in un medesimo punto, 0.

0 si chiama il centro di gravite del triangolo (§ 33).

105. — Bisecare i lati 4B e A¢ di un triangolo
ABC in I ed B rispettivamente, e far vedere che
I’area del triangolo DB( & doppia di quella del trian-
golo DHC (§ 33). '

106. — Se due triangoli ABC ¢ DEF hanno ia
stessa area e le basi eguali, BC, EF, su una stessa
retta, far vedere che la retta 47 & parallela a BC
(§ 33).

107. — Dati due triangoli KBCQ, LBC di egual aresa,
costruiti da wna stessa banda della base BC dimo-
strare che K1 ¢ parallela a B¢ (§ 33).
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108. — Bisecare i lati AB, A0 di un triangolo A B(;
in X ed L, e far vedere che KL & parallela a B
(§ 33).

109. — Se BO e DF sono segmenti eguali posti su
una stessa retta, e 4 e B sono due punti dalla stessa
banda di quella retta tali che i triangoli AB( e
DEF abbiano la stessa area, far vedere che AD &
parallela a BO (§ 33).

110. — Trovato il centro di un parallelogramma
ABCOD, segnare su AB un punto qualunque P, con-
giungerlo con #, e prolungare il segmento ad incon-
trare OD in Q: far vedere che AP = 0Q (§ 33).

L11. — Hssendo % il centro di un parallelogramma,
ABOD, i triangoli AEB, OBD hanno area eguale (§ 33).
112. — Preso un punto B sulla diagonale 40 d’un

parallelogramma ABOD, far vedere che i triangoli
BAB, BAD hanno area egnale (§ 33).

113, — Dati due triangoli ABC, LMN, siano AD,
L P le perpendicolari condotte da 4 su BO e dg Az
su MN.

Far vedere che, se AB = YN > ¢ LP = B(, i trian-
goli hanno area eguale. (Ognuno & equivalente a un
eerto triangolo rettangolo) (§ 33).

114, — Far vedere come si possa dividere I ares
del triangolo in 2, 4, 8, 16,... parti eguali (§ 33).

115. — Le bisettrici degli angoli di wun parallelo-
gramma danno luogo incontrandosi a wun rettan-
golo (§ 33).
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116, — ABC & un triangolo, M il bunto medio del-
Vipotenusa, ed 4p la bisettrice dell’ angolo retto,
Al biseca I angolo formato dalla A e dalla pep.
- pendicolare AR sull’ipotenusa (8 33).

117, — Dal vertice » d’un parallelogramma A B¢
& condotta una retta, a incontrare B0 in B e il pro-
lungamento di AB in . T triangoli 4 BE, FEC hanyo
area eguale (§ 33).

118. — Tscrivere in un dato rombo un rettangoln
di area metd di quella del rombo (§ 33).

119, — Dimostrare che un quadrilatero i cui lati
opposti sono eguali & un parallelogramma, (§ 33).

120. — Dimostrare che la somma delle lunghezze
delle diagonali di up parallelogramma & minore della
somma déi lati e maggiore della lore semisomma (§ 33).

121, — 11 segmento DE, congiungente i punti medi,
D, B, dei lati BC, 0A di un triangolo vale la meta
del lato AB. Dedurne che il segmento D & bisecato
dalla retta OF congiungente ¢ col punto medio
di AB (§ 33).

122, — Duye parallelogrammi qualsiensi, ABDE,
ACUPG, sono disegnati esternamente sui lati AB, A0
di un triangolo ABC, ¢ DH, 1@ s’incontrano in A,
Far vedere che, se si descrive su BC il parallelo-
gramma BHLC, coi lati BI , UL eguali e paralleli
ad AH, Varea di questo parallelogramma vale la
somma delle aree dei parallelogrammi AD e A (§ 35).
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