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Queste « Nozioni » son sulla stessa linea coneettuale
degli altri miei Uibri scolastict, i quali hanno largamente
contribuito, a rinnovare in Italia idee ¢ metodi nell’ in-
segnamento della Geometria ¢ o renderli pii aderenti

ell'intuizione ¢ al senso comune.

Per ovvie ragioni di opportunita e perché ¢ programmi N

non lo avrebbero prima comsentito, mei miei libri U indi.
rizzo intuitivo-razionale é stato accentuato soltanto a grade
@ grado, fino ad arrivare all’ultimo testo « Geometria »
che mi pare $avvicini ‘notevolmenie o quel massimo di
semplicite ¢ di facilita, che pud esser comsentito da um
rigore sensato ¢ mon pedante. o o
In queste « Nozioni » Dintuizione trova posto predo-
minante ¢ il metodo deduitivo ¢ usaio con estrema parsi-
“monia e quasi senza parere, secondo le istruzioni dei pro-
grammi delle Scuole di avviamento. Qli argomenti son
ridotts al minimo indispensabile, tenuto conto della natura
professionale di queste Scuole ¢ del grado di maturita, degls
alunni. | | ‘ R o f
 Ho continualo a curare Ia proprieta, la sobrietda ¢
lo. purezza del linguaggio (ché in ogni testo, di qualsiasi
disciplina, gli scolari devono apprendere il buon uso della
madre lingua) ed Lo ognora cercato, nell’espressione delle
tdee, le forme che le remdono pid gradite e quindi y
Jacilmente accessibili ai ragases. | o
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CAPITOLO PRIMO
~ Nozioni ,foxi;damenta-li. o N

Punt, Zre‘tte, piani.
1. U n plccolo sege:no la,somto sulla carta dalla pu.nt&
del lapis o della penna; un gra,nellmo di polvere; un
lome che di notte si veda isolato e lontanissimo nel—
- Poscurithy della campagna; una. stel- S '
" la, son tutte cose che danno I 1dea €

. di un punto.

Nella figura qm ‘vicina ABG\ - S
mpp;‘esenta,no punti. © . o e
2. Un filo sottilissimo, p.es. di 4 . B
| eotone o di seta, abbandonate sul = - | |
” tavolo un capello’;, un filo metallico di forma, qualunque g
il segno lasciato sul foglio dalla punts, del lapis che vi '

V‘ o, - ha strisciatb comunque, dan-
A\J‘\ no 1’idea di una linea.
L NS 2 ' Nella figura vicina a,b

- rappresertano linee,

/,,, - 3. Un velo o una sotti-
| lissima - la’,min@ metallica di -

forma qualunque, 1’involuero
Ud ‘una’ holla di savporae, danno 1’idea d'una superficie.
4. Un insieme di punti 8i 'dice una ﬁgum Le linee
e le superficie sono figure. .
5. Un filo teso fra due punti A B da r 1dea d1 un
: segmento rettzlzneo ) semphcemente o
segmento. I punti A,B diconsi gli = 4 — - “ﬁf




-~ estrems del segmento, e questo si denota con AB. I punm
del segmento diversi dagli estremi diconsi interni.
6. Fra le linee hanno particolare importanza le reite.
_Una retta gode delle proprietd seguenti : |
1) B idllimitata in due versi
opposti (1) (indicati dalle freccie).
| -2) Un punto qualunque A4 del-
la retta la d1v1de in due parti, fwenh in comune il solo
punto A. |
Ciascuna di queste parti si chiama una semiretts
ed il punto A dicesi l’omgme
della semiretta. |
3) Presi due punti qua-
- lunque 4 ,B della retta, questa resta divisa in tre pa,xh
il segmento rettﬂmeo AB e due semirette, di origini ri-
1 spettive 4,B, che si chia-
| prolungsments  segments pm/unyamnfa ‘mano i pro Iungamenz‘z del_
A B segmento. | \
R. Dati due punn distinti, vi ¢ un sola retia che
Ui contiene; e si chiama la congmm gente dei due punti.
Se i due punti 4,B son segnati sul foglio da ch-
segno, per tracciare la retta 4B che li congiunge (%) s
adopra la riga. Si adagia la . )
riga sul foglio, in modo che un %\::@;?_—g:
suo bordo passi pei punti 4,B,
si fa dipoi scorrere la punta del lapis o del tiralinee -
‘lungo il bordo. |
8. Fra le superficie hanno particolare importanza
i pmm Un piano gode delle proprietd seguentl |
| 1) B una superficie illimitata. '
- 2) La reita che congiunge due puniti qualunque de
un pmno giace completamente in questo ; cioé un righello
rettilineo poggiato su una ta,voletta, piana, vi si adagia
‘per intero. |

' — —_—

;1
.

(*) Ciod un’ punto pud continuare indefinitamente a 'muoversi
in un verso sulla retta, senza mai ripassare per uns pre-
cedente posizione.

(*) O meglio quella parte della retta che e contenuta. sul fogho.
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3) Una retta tracciata sopra un piano lo dw:de
in due/partz, che gi chiamano semipiani o che hanno in
comune soltanto quella retta. La retta chiamasi omgmer
0 contorno di ciascuno dei due semipiani.

4) Per tre puntz non allmeatz passa un sol pzcmo.

Proprietd dei segmenti.

| 9. Due segmenti, o, pill in generale, due figure qua.—
lunque, si dicono uguali, quando posson porta,rm a coin-
cidere con un movimento. v

| Per verificare se due segmenti AB,A’B’ s0no o no
uguali, si puo riprodurre uno di essi sopra un bordo
di una striscia di carta e cercare

-

T segmento riprodotto sia o no ~ A= ~B

sovrapponibile all’altro. A— ———p
| Affinchd i due segmenm sieno N -
uguali, basta che possano portarsi a combaciare i loro
estremi, perehe due punti son congiunti da un sol seg- .
mento. Per questa ragione, 'uguaglianza dei due segmenti
8i pud anche verificare col compasso a punte ﬁsse, che
8erve a trasporiare % segmenm ‘
- Se due segmenti AB yA'B’ son uguah 8l serive :
AB = A'B. T
Se due segmenti non son ugua.h uno dei due &
sempre uguale ad una parte dell’altro. Cosi p. es. dati i
| - z  due segmenti disuguali AB, C’D
A —p il secondo & uguale ad un seg-
s mento AE, parte del primo.
¢ -
| Si dice che un segmento
AB & maggiore di un segmento CD, se CD & uguale ad
una parte di AB. Si dice pure in tal caso che O_D é
minore d1 AB; e si scrive:

AB > CD oppure 0D < AB

10. Se due segment:. AB,CD son uguali, si dice che
la distanza fra A,B & uguale a quella fra C,D o chela
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lunghezza di AB & uguale » quella di 0D ; se AB > CD,
si dice che fra A,B ¢’ é una distanza maggiore che fra C,D
e fra O,D una dlstanza. minore che fra A,B ; oppure che
la lunghezza di AB & maggiore di quella, d1 G’D e questa
minore della prima, . |
11. Due segmenti uopra, una retta si dlcmo consge- -
~ owtivi quando hanno in comune soltanto un estremo.
- | P. es. i segmenti AB,BC della f-
A B C gqm qui aceanto, son congecutivi.
| | | 11 segmento A C risultante dal-
P insieme dei due segmentl consecutivi AB,BO, si chlama
somma dei due segmentl e si scrx\ve

S | AO:AB-{—BO’

Se ora si considera un altro‘ segmento CD conses -
cutlvo ad AC (e’ qmndl a BC‘), | o
 la somma A B C D

| AD = AC —{—’C’D |
81 'chiama somma dei tre segmenti 4B,B0,CD e si serive

AT)_AB+B0+CD

E cosi proseguendo A ‘
Se si hanno due o pit segmentl, Pp. es. AB GD EF
aomunque da,m, 8i chxama somma di quei segmenti .1!’
| ‘segmento ottenuto sopra. -

A

——pB - una retta riportandovi con-

C—pn secutivamente tre segmenti

E F |  GH,HEK,KL rispettivamen-

- e I te uguali ad 4B,0D,EF.
6 ALK L . 12. 8i verificherd coi

compasso a punte fisse, che:
1) La lunghezza delle somma di pin segmmtz ri-
mane la stessa qualungue sia D ordine in cui si fa la
 somma (PROPRIETA COMMUTATIVA). ;
2) Somme di segments uguali sono uguali.
‘18. Se il segmento 4B & maggiore del segmento OD. |
", @ possibile costruirg su AB un segmento AK.pguale



P = B

a OD. Cosi AB 8i. decgmpone nella somma dei segmentl |
consecutivi AE,EB, ed & percid uguale alla somma dei
segmenti CD, EB . -

AB = OD+EB A
£ - D

1 segmento LB, ottenuto sop- |
primendo dal segmento maggiore AB un segmento ugua.le
al segmento minore CD, chiamasi dzﬁ'erenza dei segmenti
AB,CD e si serive: | |

EB = AB — (CD.

" Differenze di segmenti uguali sono uguali.

Multipli é'summuitipﬁi dei segmentif,‘,

. 14, La somma di due, tre, quattro,.... segmenti
- llg'llﬁ:li ad un dato segmento AB, si chiama il segmento
- doppio, triplo, quadruplo,.... del dato e si denota rispetti-
vamente con 24B,34B4AB,..... 11 doppio, triple, qua-
~druplo,.... di AB chiamasi aneheﬂmultzplo di AB se-
eando il numero 2, 3, 4,....; oppure 11 prodotto dz AB -
pal numero intero 2 13ydyerene
18. Se il segmeqto AC & il prodotto d AB per
' " I’intero 4, si dice che AB & la
{ 2 3 4 quarta parte di ACQ ovvero il sum-
A B ‘ e multiplo o parte aliquota di AC
“' seconda I’intero 4 od anche il pro-

. dotto i AO’ per la frazione -—i:- S’ indica con —i— AC e si '
Iegge «un’quarto AC ». ’ |

_16. Sia 4B = —%,;— AC. T triplo. AD di 4B & ugua,lef

1234 567
AB D. C

& tre volte un sett1m0 d1 AC, ciod ai ? di AC SI serive
\

4D = ,?\40



e il segmento AD ehla,mam il prodotto dz AC per la

frazzone —:i (1).

1%. Quando un segmento AB & diviso in due parti
uguali AM,BM, il punto M dicesi punio medio del |
segmento dato. ‘

Impareremo pitt innanzi la costruzione geometrica
del punto medio di un segmento. L’uso di una striscia
di carta permette di trovare sperimentalmente fin da ora
i punto medio M di un dato segmento AB, nel modo che

‘ ~ segue:

As "M B Sulla striscia di carta pie-
1 A’-' — T gata lungo A'B’ (*) si riporti
! §15e col lapis, mediante sovrapposi-

- zione \della piegatura ad ADB,
un segmento A'B’ eguale ad AB. |
Si pieghi indi la striseiolina in modo da sovra.p- ;
porre B’ ad A’ e le due parti del margine l'una sul-
Paltra, schiacciando infine queste due parti, cosi da
dar luogo ad una impronta, la quale, dopo riaperta la -

| striscia, ¢ rappresentata da M'N’. 1l punto M’, ’in-
. tersezione del bordo A'B’ coll’ impronta M'N’, & 11 punto

medio di 4'B’, perché i due segmenti A'M’ ,B'M' che
erano sovmppostl prima della riapertura della, striscia,
sono uguali. Facendo infine combaciare A’B’ con 4B il
punto M’ va nel punto medio M di AB.

| Misura dei segmen.ti.

18. Per mtsurare i segmenm si usano il metro ed i
- suoi multipli e summultipi deeimali (*). Vi sono vari
modi d1 reahzzare in uno strumento quel segmento che

(?) Ved. le Nozioni dz aritmetica (per 1'avviamento al la.voro) di
F. BSEvERI ¢ M. MaScALOHI. (VALLECOHI, 1935-X11I), § 78. -

(") B opportuno usare la ocarta cosl piegate, perchd la pis-
gatura 4’B’ d& luogo ad una retta, senza che sia necessario ritagliare
la carta. "
(') Ved. Smmm e MASOALOHI, Nazwm di amtmetwa, § 7.



chiamasi metro. I muratori, i falegnami, i fabbri, ece.
adoperano un metro o un doppic metro snodato di
 legno o di metallo; i sarti, gli agrimensori, ecc. adope-
- rano il metro o il doppio metro o il decametro & nastro ;
i negozianti di panno usano il metro a regolo ; e cosi via,

Nel disegno si usa comunemente la riga graduata,
che & di solito lunga 60 o 70 cm e che ha un bordo gra-
 duato in ecentimetri e in millimetri. Per misurare di-
~ stanze pill brevi si usa anche il dop/pio decimetro, che ha
due bordi ciascuno graduato da 0 a 20 centimetri, ogni -
centimetro essendo alla sua volta diviso in 10 millimetri.

Per misurare un segmento si usa il metro o un suo
multiplo o un suo summultiplo, & seconda della lun-
 ghezza approssimata del segmento, Ia, quale 8i giudica
prima ad occhio. |
| Cosl, se il segmento AB & lungo meno di un deci-
metro, mga pid di' un centlmetro, 8i cercheré, quanti cen-
timetri son contenuti in C |
AB. Disposto un bordo A ' B

' - PRI WIS BTPIN I I 1 [ P |

del doppio decimetro lun-. -, 4 2 3 4
go AB, in modo che lo R .
Zero de]la, graduazione cada in A se B ca.de dentro al
quarto centimetro e precisamente in corrispondenza, del
- millimeteo 7, la misura di AB saré, di 3 centimetri e
7 millimetri e si SGI’IVBI'éb

~AB = cm 3,7, oppure : AB = dm 0 37,
| | oppu.re " AB = m0,037.

‘Quando la misura di 4B si esprime in centimetri,
gi dice che si & assunto il centimetro come unite di mi-
sara ; cosl, se si esprime in decimetri o in metri, si dice
~ che Vunith di misura & il decimetro o il metro.

18. Pud pure darsi che, quando l’estremo 4 del
segmento coineide collo zero della graduazione, 'estremo B
non cada. propﬂo sopra; la graduszione di un m:lllimetro, |

- - ma fra due graduazioni succes-
ORI -B  give: p. es. fra i millimetri
0 1 2 3  2e8 del quarto centimetro, Al- .




o - R \‘
"’lora, un segmento Iungo cm 3 2 & mmoze del segmento AB‘
‘mentre un segmento lungo cm 3,3 & ma,gglore di 4B. 8i
~dice in tal caso che em 3,2 e cm 3,3 sono misure a,n-
prossitate di AB, la prima g mmo dz un millimetro per '
difetio e la seconda a meno di un mzllzmetro - per eceesso.

Le relazioni fra- AB e queste misure a,pprossmla,te
8610 eSpreqse dalle dlsugua,ghaﬁ’nze

AB>cm32 AB,<cm53

- In pratica, . qua,ndo« non sia- possibile avere una
‘misura esatta, anche una misura approssimata puo ba- -
stare, purché la plceqhqsmm parte di unith decimale
dell’ultimo ordine. di cui non si tien cento, sia effetti- /
“vaments  trascurabile per lo scopo della misura. |

oy

~ Angoli piani.

~ 20. Chiamasi angolo (piano) ciascuna delle due parti

in cui un piano vien diviso da due semirette a,ventl
1a° stessa origine. |

Sieno 04 OB due semn'ette di origine O tra,eezafe |

- . sopra. un foglio. Ritagliato il foglio
@aag/A?  colle forbici lungo 04,0B, 6380 divi-

desi in due parti, una delle quali’ &
nella ﬁgura tratteggiata, mentre 1’ al~
tra ¢ punteggiata. :

Le semirette 0 4,0B si chiamano -
1 lati, i1 punto O il vertice di cia-
' scuno dei due angoli. L’insieme dei
due latl si chiama anche contorne di ognuno dei due a,nweh ~
I punti d’un angolo, non situati sul | |
~contorno, diconsi interni.
. Dei due angoli aventi per lati OA OB,
uno, che ¢ quello thteggla,to, gode della, .
. proprietd che ¢ prolungamenti 06,0D de’
‘8uot lati non penetrano nell’inierno dell’an-
golo. Un tale angolo dicesi convesso. Per
xl’a,ltro ax}lgolo (punbeﬂguto) aeeade inv ece




e

KN
"\

che i prolunga,mentl 00C,0D penetrmo nell’ mtern.o e I'an-
golo si ehxa.ma, concavo. Noi considereremo quam sempre
angoli convessi e quando diremo angolo, senz’&ltro, in-
tenderemo che si tratti di un angolo convesso. -
Limitandoci agli angoli cenves*: si ha che i due .
latt 04,08, quondo non sono per diritto, determmma

“un solo angolo (convesso), il quale s’ indica con AOB 0 BOA
~ 2l.8eiduelati 04,0Bson0 |
‘pet diritto, cio® se 0gnuno e. il ,;% ///4 "W/%/%’ %2/////// N
prolungamento dell’altro, cia- 2z /e 3’ e
scuno dei due angoli dicesi un

angolo piatto. Un angolo plattc comprende tutto un
semipiano. Esso & un particolare angolo convesso.

\\\Q\\

s

Angoli uguali e angoli _disugua]i.

. 22. Abbiamo visto che il tra;sporto di un segmento
si puo fare col compasso a punte fisse o con una striscia
" di carta. 11 trasporto di un engolo si fa in varii modi
che mdxeheremo pit ta.rd1 [§§ 37, 90]. Ma uno semplicissi-

mo lo possiamo indicar subito. Se-

gnati sul foglio i lati 04, OB i

pieghi'la carta lungo, questi lati,

e si tagli quasi tutta la carta esu-

- berante, lasciando soltanto due
. piceoli orli lungo i lati; e questo .
| perche 11 r1tagho es&tto sarebbe dlfﬁcﬂe, specialmente v1-‘ ‘
~cino al vertice. Col modello cosi costrmto Iangolo st
pud portare ovungue.

23. Costruito un modello di un dato angolo AOB"
(convesxo e non piatto) possmmo

. verificare se un altro a,no’cio AOB o

& o non & uguale ad AOB I due an- -
goli saranno uguali (ecioe- sovrappe-
- nihili) se. si possono far combaciare
.1 lati OA OB del modello coi Iaﬂbl
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A’ A", O'B’ del seéqndo angolo. Infa.tti, due lati non pef "
diritto determinano un solo angolo (convesso).
24. Tutti gli angoli piatti son uguali fra loro, ossia

-due angoli piatti si posson portare a ecombaciare, so-

‘vrapponendo i loro vertici e i loro semipiani.

| 25. Le relazioni di disuguaglianza fra angoli sono
| del tutto analoghe alle relazioni
0 0" di disuguaglianza fra segmentl
- Cioe : ‘

Si dice che un a,ngolo AOB
¢ maggiore diun altro angolo

q 2 un angolo AaE, che sia parte
E 7 a AaB

Si dice pure allora che A’O B & mmore di AOB o
81 scrive : ~ :

AOB>A'0B ; A0B < 40B.

Somme e differenze di angoli\.

26. Si dicono comsecuiivi due angoli di uno stesso

A'O'R, se questo & uguale ad

piano, quando hanno in comune il vertice un lato e
Pl y 4 ’

‘nessun  altro punto. Gli angoli

A o . D
AOL, EC,)\B della figura precedente A \
-30N0 consecutlw / ,\\\

- 27, Dadn p1u angoh, p. es. g ) 7
ABC DEF GHI la loro somma ) o '
81 obtiene trasporta,ndo consecuti- /

vamente gli angoli stessi, attorno N
-adl uno-stesso vertice.
Cosl, se

| —~L
oS . ~ s~ o
EOL = ABC , LOM =




;.;.. 11 —
l’angolo KON é la somma dei tre angoli d&tl e si scnve
KON — ABC -+ DEF -} GHT.

. La somma dl piu angoh pud anche essere un an-
~ golo concavy e pud pure superare la somma di due
angoli piatti; ma, in questo ultimo caso, trasportati gli
~angoli consecutivamente attorno ad un vertice, a un
certo momento qualecuno degli addendi vieme a rico- |
prire in parte o in tutto taluno dei precedenti addendi.
~ Valgono per la somma di pit angoli’ le proprieta
- analoghe alle 1), 2) del § 12

28. Se i due “angoli ABG’ DEF son dlsugua11 ed
| ABC e il magglore, si puo sopprimere da ABC un angolo
| ABG DEF L’a.nﬂ'olo

. rimanente G.BG chla,-‘ |
masi differenza dei due
-angoli dati, e si scrive:

(‘BG ABO — DEF B A 1:‘

Differenze di angoli ugualz son ugua,lz

29. I multipli e i summultipli di un angolo si deﬁ-'
niscono in modo del tutto analogo ai mu1t1p11 e sum-
multipi di un segmento [§§ 14, 15]; e si definisce altrest
. in modo simile a quello indicato nel. § 16 il prodotto di
un angolo per una frazione. :

30. Qua,ndo un ano'olo, come AOB & diviso in due

pa.rtl uguali AOM MOB aa una retta OM passant pel
0 sno vertice, si dice che OM ¢ la bisei-
y, trice dell’angolo. . | ,
Mediante un modello di un cmgolo;

[§ 22] st puo costrmma_ la bisettrice, pie-
gando il modello di carta in modo che
un lato si sovrapponga all’altro. Non &
consigliabile di proseguire la piegatura
fino al vertice, perché essa diviene im-
precisa e si rischia di rompere.la carta..

M
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N

Basta; la,scla,r la traccia della plega,tura, fin vicino aJ vertmm
: Ria,perto Pangolo, si prolung ghera quella tl‘acom con una
riga (). . S
Angoli retti, acuti ottusi. N
31. Dicesi angolo retto la metd di un angolo piatto.
Per ottenere sperimentalmente un angolo reb 0,
basta fare una plegatura, AB in un foglio, e, fissato
, un punto qualunque O della
o __ B mega,tum ripiegare ancora il fo-
¥ : ’
f glio in modo che OB si distenda
i su OA. La traccia 0C della nuo-
A  va piegatura & la bisettrice del-

—  Pangolo piatto AOB, perehs i

‘due angoli AOO C’OB che combaciavano, sono ugual.

¥ quindi ognuno di essi & la meté. di un a,ngolo platto, |
ossia & un angolo retto.

- Tuiti glv angoli retti sono uguah fm low, . perché

aono meta, d1 angoli pmttl, che sono uguali fra 1010 [§ 24]

32. Un angolo AOB minore di un angoio retto,

[
!

A U e i S M

| ébgo/a aculo
b - A

" dicesi acuto. Un angolo coD m&gglore di un a,ngolo}
‘retto dicesi ottuso. |
 23. Due angoli- si dicono supplementarz qua,ndo la

“loro somma ¢ un angolo piat- B,
"to. Sono p. es supplementan . -
gli angoli AOB,BOC della fi- o

vgura) un. a,cca,nto e : 7 FE

(1) I due orli, che nel modello di- pag. 9 seguono 1 la.tl, per Ia
o precedente operazxone d1 plefratura saranno lasciati in fuori. '
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Due angoli retti son sempre supplementari.

Due a,ngoh come AOB BOO che abbiano un Ia.to
comune (cio¢ sieno consecutivi) e gli altrl “due lati per
diritto si dicono adiacenti. =~

~ Due angoli adiacenti son sem- _ | R
pre supplementari. x ol | -
34. Due angoli si dicono com-

"plementari quando la loro som- I B
ma ¢ un angolo retto. Gli angoli / |
AOB BOC della figura quiaccanto [~ = ]

son: complementari. = 0 A

'

Angoli opposti ‘al vértice.-

35. Due angoli si dicono OppOSti al vertice quando i
lati dell’uno son i prolungamentl dei lati dell’altro
“Due angolt Oppostz al vertice son uguali. |

Denotmo AOB O’O_D due angoh opposm a.l vertme.',’
Voghamo provare ch’esm son uguah . |

Ragioniamo  cosi : L’angolo AOB & adlacente al-

I’angolo AOG’ perche i due an-.
goli hanno il lato 0A comune
e i lati 0B,00 per diritto. Simil-

mente l’angolo 0'01) ¢ adiacente

~ all’angolo 490. Ciod le soinme

A ../\ oA AN
AOB + 40C, COD + 40C

* formano cla,scuna, un angolo platto Esse son dunque

uguah | ’
TN /\ ! a) . /.\ ‘
AOB + AOC =COD + AOC.

?\Ia, allora, gli angoli AOB 00D’ rlsultano ugua,h,
come differenze di angoli uguali. ‘

OssERVAZIONE. Il fatto che due angoh opposti al vertice son
uguali & stato a,ccertato medlante un raglonamento, che costltulsce ,

i
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la sua dimostrazione. Del fatto stesso si sarebbe potuto dare una
verifica sperimentale, sovrapponendo un mddello di uno dei due
angoli sull’altro. (Perd questa verifica avrebbe avuto valore soltanto-
per i due particolari angoli presi in oons1deraz1one)

Chiamasi teorema una veritd che siasi stabilita mediante una
dimostrazione ; ciod che si sia dedotta con riflessioni -successive da
ocerte altre premesse, la cui veritd sia stata prima accertata coll’os-
servazione sperimentale o con precedenti dimostrazioni.

Le veritd che si ammettono come dati dell’osservazione o che
i giustificano mediante considerazioni sperlmentall, si chiamsano.
postulate (1).

In un pruno studio della geometna quaal tutte le proprieta,
anche quelle che potrebbero esser dimostrate come teoremi, s1 giu-
stificano con osservazioni sperimentali.

;Misura degli angoli.

86. Come unitd di misura degli angoli si assume
il grado, che & la novantesima parte d’un angolo retto
e che ¢’ indica con 1° (2).

La sessantesima parte di un grado si chiama primo
e 8’ indica con 1’. La sessantesima parte di un prime
si chiama secondo e s’ indica con 1"

Per indicare che I’angolo AOB & di 15 gra,dl, 32 .
primi e 25 secondi, si serive

"AOB = 150 32" 25",

Qualora spmgendom fino ai secondi non si ottenga.
lIa misura esatta dell’angolo, si petranno anche consi-
derare le partl aliquote decimali di un secondo (decnm
centesimi, ece. di secondo).

La misura di un a,ngolo in gradl, primi, secondi si
.chlama. ampiezza - dell’ angolo.

(1) In un teorema si distinguono il soggetto (la cosa di cui sb
discorre), I’ ¢potest (quanto si suppone sul soggetto) e la tesi (cid
che si vaol dimostrars). Nel teorema « gli angoli opposti al vertice ‘
~ sono uguali», il soggetto & costituito dai die angoli, 1’ ipotesi & che:
i due angoli sieno opposti al vertice, la tesi & ch’essi son uguali.

(?) Ved.le citate Nozions di aritmetica di Skver: o Mascarony, § 124
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37. Nel disegno gli angoli si misurano col rappor-
tatore, che & un semmerchm graduarbo come nell’umta;_.
figura.

1l tipo pitt comune & di materiale traspa.rente (cel-
luloide, mica, ece.). Il bordo ecircolare é diviso in 180°
e le graduazioni sono segnate -
di 10° in 10° da 0° a 1800,
~tanto in un sense Lhe nel-
Paltro. - |
Per misurare un dato an-

~golo AgB, si dispone il dia-
metro del rapportatore sul
lato 04, in modo che il centro sia in O ed il rapporta-
tore ca,da, dalla, parte dell’angolo. Si vede cosi in traspa-
~renza qual’ & il punto ‘della gradua,zmne ove il lato OB tmm
versa il bordo graduato.

| Il rapportatore puod evidentemente servire a tra-
sportare gli angoli con esattezza, se son angoli- misurati
da un numero intero di gmdl ; cON approssimaczione, se
trattasi di angoli che non sono multz.ph di un gradou -

ESERCIZY

1. Quali sono le proprleté, che chstmguono la retta fra le lmee?[b]

2. Quali sono le proprietd che dlstmguono i’ piano fra le-
superﬁcw? [8].

3. Quante sono e come si chiaman le parti in cul una retta
é divisa da due suoi punti?

4. Verificare I’esattezza d'una rlga. Si segnmo due puntid B
del foglio e si conormnga,no col lapis seguendo un bordo della righ,
Indi si ribalti la riga in modo da non mutare il bordo passante per
A,B. 8i congiungano infine i due punti col lapis seguendo il bordo,
colla riga nella nuova posizione. Se la riga & esatta, le due linee .
devono coinciders, perché [7] per due punti passa una sola retta.

~ b. Tracciare un segmento rettilineo a mano libera e verifi-
carne le imperfezioni colla riga.

6. Costruir la somma di due segmenti lunghl cm 4,3°6 cm 5 2.

1. Costruir la dlfferenza. fra un segmento dl em 7,8 ad un
segmento dl cm 4,9, :
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8. Costrulre col compasso a punte fisse la somma o la dif-
: ferenza, di due segmenti dati. ' ‘
9. Costruire a occhie il triplo di un segmento dato e verificare
v ol eompasso a punte fisse o con una stmsclohna. di carta quale errore
8l & commesso.
10. Quante sono e che cosa sono le pa,rtl m cui una retta, &
~ divisa da tre suoi puntl? :
- 11. Dati nel piano quattro punti, a tre a tre non allmea,tl,
. tracoiare e contare le rette ehe li congiungono a due a duse.
12. Dividere un segmento in 4 parti uguali. (Si divida prima -
'\per metd, come nel §'17, ‘eppoi ogni meta si divida per metd).
13. Verificare che se due segmenti sono uvuah e si costruiscono’
i seomentl multipli di quelli secondo un medesimo numero intero,
p. 8. B, questi multipli Tisultan uguali.
~  14. Costruire. col rappoxtatore la somma dl un angolo di 22
e di un angolo di 15°. : ’ /
15. Costruire col rapportatore la. differenza "di un a.ngolo di
622 e di un Rngolo di 25°.
16. Costl;ulre con un modello di ca,rta, 11 trlplo di 1 un angolo dato.
17. Costruire col rapportatore il complemento di un dato
. apngolo acuto.- : ‘
18. Costrulre colla rlga, 11 supplemento di un dato a.ngolo, Ini-
nore di un a,ngofo piatto.
19. Che cos’ e la bisettrice di un angolo ?
20. Costruire col rapportatore la bisettrice di ym angolo retto,. .
di un angolo di 500, di un angolo, di 400.

_21. Verificare colla riga che due angoli uguali di un pmno” )

collo stesso ~vertice, con ‘due lati sopra una medesima retta, opposti -
Tuno all’aliro, e _situati da parti opposte di quella retta, sono oppostl .
‘&l vertice. Perché ? ‘ \

22. Qual’ é P'ampiezza dell’a,ngolo formato da,lle lancette del-
Porologio alle ore 10, alle 13, alle 17 ?

23. Qual & il pid piccolo multlplo di un angolo di 13 15’
maggiore di un a.ngolo retto ? :

25. Se un dato angolo-supera di 12° 32’ 17" il suo supplemento,
qual’ é lamplezza dell’angolo dato t, ‘



' CAPITOLO SECONDO
Rette perpendicolari e rette pafallele.

Perpendicolari.

38. Due refte formanti un angolo retto si dicono

@erpendzcolarz Le rette AB OD della figura son perpen- o

rdlcola,n, perche l’a,ng()lo BOC & retto.
o Le due rette torma,no quattro -
e angoh |

A

N

i 9 B

A ~
BOC,004,40D,D0B. .

~ Ebbene, il primo & retto per ipo- |
tesi, il terzo lo &, perché opposto al | D
- ‘vertice del prlmo, e il secondo e i1 '

quarto lo sono, perche a,d1a,cent1 all’angolo retto  BOC.
Dunque : :
Due rette perpendwolam formano quatiro «mgoh relti.
Due rette che s’incontrino e non sieno perpendl- |
‘colari si dicono obligue. ~

89. Abbiamo visto [§ ‘31] come s’ot’clene colla pie-

. gatura della carta la perpendicolare ad una retta in un . .

8uo punto., Se il punto P ¢ dato sul foglio, fuori delia
. retta AB, basta piegare il fo-

P - glio lungo AB, in modo che il

| C _ semipiano sup}eriore combaci
i 1 g collinferiore e bucare in P con
R . uno spillo i due semipiani com-

bacianti. Riaperto e disteso il
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fogho, il foro P’ del semipiano inferiore ¢ congiunto a P :
f medlante 1a, perpendwol&re da P ad AB. Infatti i due

angoli AOP AGP’ son ugua.h perehe sovra,ppombﬂl onde

 ciascuno di essi & retto come metd dell’a ngolo piatto PGP’. .
In conclusione : -

Per un punto passa sempre una sola perpendicolare
ad una retia (1). ,

40. Per tracciare angoli retiti, nel disegno si fa uso
| della, squadra, che & un istrumento di legno o di metallo
o di celluloide con due bordi 4B,B0 ad an-
golo retto. I due bordi o lati AB BC si
chiamano catet? della squadra ; il bordo Ti-
manente AC & I’ ipotenusa.

41. PROBLEMA. Facendo uso della mga, e
della squadra condurre la perpendwolare da
un punto ad wna reita.

Si disponga la riga in modo che un
suo orlo coincida colla retta AB e si faceia poi strisciare |
la squadra sul foglio, in '
modo che uno dei cateti PP
scorra lungo D’orlo della S
riga che coincide con AB.
~ Ci sarh un momento in cui

- Paltro cateto passerd pel . a
punto P. La perpendico- '
lare da P ad AB si ottiene allora strisciando Ia punta

P del lapis o del tiralinee lungo
| il cateto passante per P. |
0 OSSERVAZIONE. Il segmento

| y perpendicolare ad una retta
-eondotto da un puntoe, chiamasi -

‘dzstanza del punio dalla retta. Cosl, nella figura, PQ &

la distanza di P da AB. L

() Lo scolaro intelligente e diligente potra vedere da sé in”
base alle censxdamzmm procedenti, perché la per‘pendlcolare o unicd.



- punto P si muove

K rettu 4.
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Parallele

43. Sia data sul fogho una retta AB Faccmmo |
‘combaciare un bordo della riga con AB e disponiamo .
1a squadra sul fegho in modo che il cateto KL possa
scorrere su AB. Fissato un punto P del- cad:eto E K, -
- mentre il cateto KL
< sclvola, lungo 4B, il

“conservando sempre .
1a stessa distanza PK
~ da AB. La linea de-
~ seritta da P si pud
effettivamente trac-
ciare cosi: impugnato il lapls colls mano destra e te-
nuta fissa la riga colla sinistra, si appoggi la mano destra
sulla squadra, in modo che la punta del lapis aderisca a
P; indi colla mano stessa premuta sulla squadra, st
fa,ccla; seivolare questa, senza che il lapis si distacchi mai
‘da P. Allora la punta traccia sul foglio la linea OD,
ehe gi riconosce sperimentalmente esser una retta. |
8i deve dungue assumere come un dato- dell’espe- -
rienza (ciod come un postulato ved. § 35) la proprietd
- seguente : J
- In un piano i pufntz situatt da una parte di una retia
¢ aventi da questa una medeszma distanza, formtmo une.

La retta CD risulta perpendicolare in P al cateto
mobile HEK. Percid il segmento KP rappresenta la di-
stanza del punto mobile K dalla retta 0D ; e quindi,
mentre la squadra si muove, la distanza di K da CD
8l consarta, sempre la stessa. Riassumendo : ogni punto di
OD ha da AP una distanza uguale a PK ed ogni punto

| () Ammessa questa proprietd, tutte le successive proposizioni
sulle parallele si potrebbero démostrare; ma la cosa sarebbe troppc»’

- difficile e lungs in un primo corso di. Geometria.
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d1 AB ha da CD 1a stessa dmtanaa Percio le due rettee
~AB, OD si chiamano equidistanti. Il segmento PK (od

| ogni segmento uguale a PK ) si chiama, la distanza delle o

_due retie.
| Due rette equidistanti si dicono pure parallele
Segue subito dalla definizione che :. Due veite paral-
lele ad una terza son parallele tra loro. R
43. B chiaro che due reite parallele mon posson mai
ineontrarsi, per quanto siano indefinitamente prolungate
- nei due semsi, perche un punto mobile ‘su ciascuna si
conserva sempre alla medesima distanza dall’altra.
" Vicm%ersa., si pud dimostrare,
' ma noi Pammettiamo come evi-
O ~ dente, che due rette di un’ piano

| N le quali non & incontrino maz, sono
] S -equidistamiti, cioé son parallele. o
» R infatti intuitivo che se le
due rette 4B,0D non son equidistanti, da una parte esse
sanno avvicinandosi, e finiscono coll’ incontrarsi, ciod un

l

munto P mobile sull’'una, AB, in un conveniente verso,

ba dall’altra, CD, upa distanza PE, che va decreseendo

. fino ad annullarsi, allorché P cade nel punto comune alle |
- dlz;;e rette. : ‘

44, Quando si fa scorrere di una certa lunghezza
un ecateto della squadm lungo un bordo della, r1ga 1’3.11;1'0

‘%eto e Dipote-
11199 RSSUMONO PO-

~ eiziond iparallele alle
~mrimitive.

Cosl, nella fign-
19,lerette 4 B, 4' 2
son parallele fra
loro e le rotie
- JB,0'B’ gon pure
parallele fra loro.
Qo dipende dal
fatto che, durante
1o scorrimento del-




Ia aqua,dra;, daﬂa, pmma posizione all% seccnda,, tuml i pun{n'
~ del eateto mobile, che era prima ne]la posizione 4B, &311'[-}‘
- allontanano ugualmente da questa posizione, smche le
rette AB,A’B’ risultano equidistanti. B snnﬂmente rlsul-
" tano equidistanti le OB,0'B’.
45. Nella figura precedente chiamiamo MY la xletta.:
ove scorre il ecateto AC delly squa,dm Poicheé leo due
rette AB,A’B’ son perpendicolari ad MN, e, come abs
biamo detto, son anche parallele, potremo enunciare:
. Due perpendicolari ad una mede%fma retta son paml~
 lele fra Toro (Y). | |
| 48, La retta MN de]la, ngum pwcedente si ehmma

' una tmsversale 1lspetto alle parallele CB,0’'B’. I due

~angoli BO’J B’O’ N si chiamano oarmspmzdefntz rispetto
alle due parallele tagliate dalla trasversale. Questi due
angoli seno uguali, perche son supplementa,n rispetito
~ allangolo in € ed in ¢’ della squadra. Enuncieremo
‘percio la proposizione :
, Due parallele tagliate da una tr awersale fwmano an-
- goli eorr “ispondenti wuguali. . ‘
Nella figura qui sotto, dove si ha.nno le paml—
lele AB,CD tagliate dalla trasversale MN, 8010 copple .
di angoli corrispondenti quelle | | | |
indicate dai numeri 1 e 5; poi N,
% e 6; poi 3 e 7; poide 8 |
B tutte queste coppie son co-

stituite -da angoli uguali. | -

- La coppia 3 e 5 e la cop-
pia 3 e § diconsi di angoli al- o
terno interni; la coppia 2 e B / R

e la coppia 3 e 8 diconsi di an-
goli coniugati tnierni.

Gli angoli 3 e 5 sono uguah ,
perché son uguali gli angoli 1 ¢ 5, e sono pure uguali -
- gl angoli 1 e 3, come oppostl al vertice. Onde 0’11 an-

: (1) Lo scolaro dlhgente potré, deduwe quests proprietd dal
‘fatto che due perpend icslari ad nna rettanon possono mmntral gi[§ 39] “




goli 3 e 5 son ambedue uﬂua,h all’a.ngolo 1, epperé uguah o
- fra loro. Si conclude che :

| Due parallele formano con una trasversale angoli al—~
temo anterni uguali. :

47. Gli angoli 1 e 2, essendo adlaeentl, son supple-
mentari ; ma l’angolo 1 & uguale all’angolo 5 : dunque
son supplementa,m anche gli angoli 2 e B5. Ome Due
parallele formano con una trasversale angoli oomugatc in-
terni. supplemeniari.

48. Per un punto fuori di una refia passa una sola

parallela a questa.
Sieno dati infatti la retta, AB ed il punto P ad
essa esterno. La parallela da P ad 4B non & altro che
- p ' I’ insieme dei punti, situati al di-

' sopra della retta, che hanno da
' A B distanza uguale a PH. Quest’in- |
14 sieme & ben determmato, eppercio
A B 1a parallela & unica. Bssa coincide
colla perpendicolare in P alla retta PH. |

49. La proprietd precedente permette d’invertire (-

le proposizioni dei §§ 46, 47. Si ottiene cosi il teorems,
Due reite che jormmo con una trasversale angoli corri-

spondenti uguali oppure angoli allerno mtwm ngualy op-

pure amgoli coniugati interni S

supplementari, son parallele. | N o

~ P. es. lerette AB,CD for- C - E/ D

mano colla trasversale MN an- /.

goli corrispondenti uguali, se- /S

gnati in figura. Ebbene, esse z /<

son parallele, perché la paral- A4 / . B

lela da F ad 4B deve formare
eon M, in conseguenza della

~ proprietd del § 46, un angolo corrispondente all’angolo :

inFed ugu:a,ie & questo : onde essa coincide colla retta ¢'D.

() L’ énversa di una proposumne si ottiene da questa scam-
~ bmndo fra loro ipotesi o tesi. :
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‘50, Terminiamo lo studio delle parallele col
~ ProBLEMA. Tirare da un punto la parallela ad una
yetta colla riga e la squadra. o
~ Sieno AB la refta e P il punto dati. Fatto comba--
ciare un cateto della squa- o
 dra con AB, siporti un orlo
* della riga a coincidere col-
Taltro cateto. Tenuta fissa
1a riga, si faceia scivolare la,
squadra in modo che l'ul-
timo cateto considerato scor-
ra lungo il bordo della riga.
_ Quando laltro cateto arriva |
a passare per P siferma la squadra e si traccia col lapis
la parallela CD da P ad 4B.
" OssERVAZIONE. Sulla lavagna, per tracciare a mano
p colla matita la parallela da P alla
retta AB, si cerca di muover la
~mano che impugna la matita, in
‘ modo che la punta della matite
A B & conservi quanto pilt & possi-
bile alla medesima distanza da AB |

ESERCIZI

, 96. Verificare l'esattezza della squadra. Se la riga che si usa
& gia stata controllata e si & trovata esatta, per verificare 'esattezza
della squadra, si tira mediante riga e squadra, com’d indicato nel
- § 41, la perpendicolare da un punto P ad una retta AB. Indi si
rovescia la squadra in modo che il suo cateto che passava per P,
continui a passare per questo punto e che laltro cateto si adagi
. sncora sulla retta AB. Tirata per P la perpendicolare ad 4B, colla
' squadra nella nuova posizione, se tale perpendicolare coincide colla
‘precedente la squadra o esatta. Infatti per un punto passa una sola
perpendicolare ad una retta [§39]. . R

27. Disegnare a mano libera due rette perpendicolari e verificare

colla squadra quale errore si & cOMessO. : D |
. 28. Porchd lo bisetirici di due angoli adiacenti son perpen-

dicolari ? | -
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29. Che cos’ & la distanza di un punto da, una retta ? Costumf&
* colla riga e colla squadra. |

30. Tracciata sul foglio una retta, tirare al dlsopra di essa
la retta che ha dalla precedente una distanza uguale a cm 3.

'31. Disegnare a mano libera due rette parallele e controllare
con'riga e squadra 1’errore. : : ‘

32. Tracciate colla riga e colla squadra due rette parallels,
si costruisca col rapportatore una retta che forrm colle due parallele
due angoli corrispondenti di 27°.

33. Considerate lo due rette parallele precedenti e la loro-
trasversale, si distinguano lo coppie di angoli corrispondenti, di

angoh alterno interni e di angoli coniugati interni e si trovi l’am- 0
piezza di ciascuno di questi angoli. :

34. Costruire due rette parallele ad una medesuna e verificare
ch’esse son parallele. , |

35. Verificare che due angoli coi lati paralleli e rlvoltl dolla.
gtessa parte sono uguali. Perchs ? '

36. Profittando del rapportatore, segare due pa,rallele con
una trasversale, in modo che di due angoli coniugati interni unc
sia il triplo dell’altro. Trovare l'ampiezza di ciascuno degli angol:
delle parallele colla trasversale. K

37. Due parallele forman con una trasversale due angoli co- 4

niugati interni di cui 'uno & i 3/; dell’ altro Qual’ 8 Pampiezza dez
due angoli ?
. 38. Verificare che due perpend_lcolam a due rette che s’ incon-
trano non sono paraliele. Perchd ? y
39. Perché la perpendicolare e la parallela ad una retta, con-
dotte da un punto esterno, son perpendicolari fra loro ?
'40. Misurare 'ampiezza dell’angolo di due rette, che s’ mcon—
trino fuori del foglio. (Tener conto dell’Es. 35). '
.41. La parte di piano contornata da ‘duo rette parallele dicesi

- una striscia. La distanza delle due rette dicesi larghezza della striscia.

Perché due striscie di egual larghezza son uguali (sovrapponibili) ?
42. Date due parallele é facile trovare un punto da esse equi-

distante. il punto medio di un segmento perpendlcola,re ad am-

bedue. La, parallela da quel punto alle due rette date chiamasi biset-

trice della striscia. Perchd son uguali le due striscie in cui gssa divide - -

la s{riscia data ? :
43. Confrontare due angoli aventi i lati a due a due perpen-
dicolari. Essi son uguali o supplementari. Perché ?
44. Lo bisettrici di due angoli aventi i lati paralleli son paral.
lele o perpendicolari. Perché ? (Si tenga conto dell’ Es. 28) (
45. Lo bisettrici di due angoli aventi i lati a due a due perpen~
dicolari son parallele o perpendicolari. Perchs ? '



CAPITOLO TERZO.
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Poligoni. |

Definizioni. |

51. Un pezzo di piano (materializzato p. es. com:
an pezzo di cartone) il cui orlo o contorno sia una linea
formata da segmenti, si cliama un poligono. Le figure
ABODE,FGHIKLM, di- |
- segnate qui accanto, sono
“poligoni. I segmenti che
costituiscono il contorno
del poligono si chiamano
lati ; i punti comuni ai
lati si chiamano vertici.

I lati sono tanti quanti i vertici. P. es. il poligono ABCDE .
ha 5 lati e 5 vertici; il poligono FGHIKL Mha 7 lati o
7 wverticl. ‘ | ' -

Il pin semplice poligono & quello con 3 vertici (e 3

lati) : si chiama un triangolo.
Un poligono ‘con 4, 5, 6 vertici.
si chiama rispettivamente un
quadrangolo, un pentagono, un
‘esagono, ece. | -
52. I punti di un poligono non
“situati sul contorno si dicono ¢mterni; e il loro insieme &
la parte interna al poligono. S |
" Un poligono dicesi convesso quando nessuno dei pro-
. lungamenti dei suoi lati penetra nella parte interna ;
. concavo nel caso contrario. P. es. il poligeno ABCDE so-
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“pra ta,ﬁigumto & convesso ; mentre il poligono FGHIKLY

«& concavo, perché i prolungamenti dei lati GH HI pe- »
~ .mnetrano nella parte interna al poligono

Un triangolo é sempre convesso ed é completamente
{.dete'rmmato dai suot vertici ; mentre un quadrangolo o

un pohgono di un maggior numero

di lati possono essere anche concavi.

I1 quadrangolo ABCD qui vicino di-

segnato e concavo. |

Noi ¢i limiteremo a studiare D0~

C ligoni convesst, epperd parleremo sem-

-pre di poligoni, senza aggiungere ogni volta la qualifica
-« convessin S

53. Dato un poligono 4BODE, gli angoli ABC,

BOD C‘DE DEA FAB si chiamano angoli mterm 0 sem-
plicemente angolz del poligono. Essi 4
-son tanti quanti i vertici e i lati.
11 poligeno & la parte di piano co-
mune & tutti gli angoli interni. & B
54. Due lati di un poligono di-
consi comsecutivi quando hanno un
vertice comune; due vertici diconsi D A
-consecutivi quando giaceiono sopra uno stesso lato.
I segmenti che riuniscono coppie di vertici non
-consecutivi si chiamano diagonali del poligono. Nel pen-
tagono ABUDE i segmenti tratteggiati
son le dmgonah Un triangolo non ha
diagonali. | ‘
Perimetro di un poligono & Ia
somma dei lati. |
85. In un triangolo | A
- ABC un vertice ed un /
‘lato si dicono oppostt quando il verfice ‘ |
@ fuori del lato. Ad 4 & opposto il lato
BCO; & Bil lato AC; a Cillato 4B. 8i p/ |
dice pure che l’a,ngolo A del tma.ngolo 2 \
-opposto al lato BC; ece. ,- ‘ Fad




i suoi la,tlrsovrapposm a quelli del- p

e 9T

| 56. In un quadrangolo ABCD due
_\ iati non aventi vertici in comune i
-dicono opposii; e due vertici non si-
| .tua,tl sopra un lato si dicono pure op-
posti. Sono opposti i lati 4B,0D ed i
1ati BO,AD; sono opposti i vertlm A,C
-ed i vertici B D.

Triangoli particolari.

- §7. Un triangolo coi tre lati diseguali dicesi sca-
deno (fig. 1); un triangolo con due lati uguali dicesi
isoscele (fig. 2) ; un triangolo coi

o - tre lati uguali dicesi equilatero
o N\ [/ ~ (fig. 3). o
| | In un triangolo isoscele il lato

Fig1 Fig.2  Qisuguale dagli altri due chiamasi
base ; I’angolo opposto alla base
‘si chiama angolo al vertice e gli

T3 " altri due si chiamano angoli alla
| base.
58 In un triangolo isoscele gli angoli alla base sono

uguali.
| Sia ABC il dato tma,ngole isoscele, coi lati uguaoh
AC,BC. Costruito un modello in carta dell’angolo AOB,
si pieghi il foglio (come al § 30) lungo
la bisettrice 00, facendo combaciare
ia semiretta C M colla semiretta ON.
Siccome CA = 0B, il lato CA va a o
sovrapporsia OBe quindi il gegmento A

- AP va su BP. I’angolo PAO ha cosi

c

~ Tangolo PBC e quindi i due angoli
- alla base son uguali [§ 23]. |

) 89. Col proeedimento pracedente
risulta pure Ia uguaglianza dei’ segmenm AP,BP e daglﬁ
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.a.ngoh adla.centx APO BPG ; sxcché ognuno d1 questl ér
retto. Dungue: |
} In un- tm,afngolo zsoscele m bisettrice dell’amgolo al
.. vertice & perpendicolare alla base e la divide per metd.

60. Dei teoremi dei §§ 58, 59 son veri anche gl’in-
versi. Ci limitiamo ad enunciarli (ved. Es. 69, 73): .

Se un triangolo ha due amgoli uguali, i lati opposti
son uguali ¢ il triamgolo é perctd 1isoscele.

Sela perpendwolcwe ad un lato dun triangolo, tirata dal
vertioe opposto, divide per metd la base, il triangolo é isoscele
e quella perpendicolare é bisettrice dell’ angolo al wvertice.

61. Un triangolo ABC, con un angolo ] retto, dicesi
reitangolo. La squadra non & che la realizzazione mate-
\ | - riale di un triangolo rettangolo. Come

A ~ nella squadra, i lati dell’angolo retto
o ‘ chiamansi catets e il lato opposto al-
Pangolo retto ipotenusa del triangeolo
' 4 rettangolo. -
¢ B Un triangolo ABC con un a,ngoles |
N

¢ ottuso, dicesi ottu- A f
sangoelo. Infine un trian- |
golo ABC coi tre an- \
goli acuti dicesi acutan-
golo. :

- Asse d'un segmento,

82. & chlama, lzogo geometrico o soltanto luogo 1’ in-
gieme def punti che soddisfanno a una determinata pre-,
prietd geometrica. Dimostriamo che : _

Nel piano, il luogo dei punti equidistanti dagls estr emi
d’un segmmto € la perpendicolare mel pumto medio. |

«Questa perpendicolare si chiama

| /\{’ ~asse del segmento. | | |
N - Per dimostrare il teorema, si prenda -
Z ) N, un punto qualunque P dell’asse. Nel =
A M B triangolo APB la retta PM & perpen-

- dicolare al lato AB e lo divide per
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 meth. Percid [§ 60] il triangolo APB & isoscele e quindi

- AP= BP. Dunque ogm punto dell’asse. & equldlstanta_ o

dagli estremi. |

, Viceversa, se un punto P ha -
distanze PA,PB uguali dagli estremi S oip
A,B, il triangolo APB & isoscele e “ /?‘*

qumd1, congiunto P col punto medio 0 \
M di AB, la retta PM sard per- 4 !

. pendicolare ad 4B, ossia sard P asse 4
- del segmento. -

Uguaglian_za\ dei triangoli.

| 63. PRIMO CASO DI UGUAGLIANZA. Due triangols son .
uguali se hanno uguali due lati e Pangolo compreso (1).
Sieno ABO A’B’ ¢ due tma,ngoh aventi AB = A'B/,

AC = A'C, 4= A’ Per dimostrare ch’essi son uguali
 basta provare che i ver-

| tici di uno posson farsi
- com‘bacia,re coi vertici del-
/< B T Yaltro. Infatti allora i due

triangoli coincidono per in-

tero, perché tre vertici determinano un solo triangolo [ § 52].
Costruito un modello di carta del secondo trian-
golo, si porti il modello sopra, ABC, in modo che l’a,ngolo‘

\ A’ si sovrapponga ad A e la semiretta A4’C’ vada sulla
vsemlretta, AC; la semiretta A’B’ su'AB. Questo & pos-
 gibile, perché i due angoli son uguali. Allora il segmento
~ A’¢’ si sovrapporra al segmento uguale AC ;il segmento
" A’B’ al -segménto uguale AB. Dunque i tre vertici
A',B,0’ del modello coincidono rispettivamente coi ver-
tici A B,C; eppex‘o i due triangoli- son uguah |

(M Angolo compreso da due lati & langolo del traangolo ¢he

- ha per verbice il vertlce comune ai dua lati.

-
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64. SECONDO CASO DI UGUAGLIANZA. Due triangolé

‘son uguali se hanno uguali due angoli ¢ il lato ad essi .

comune.
E il caso dei due tnangoh ABC A'B'C’y che hanno
ugua,h ilati AB, A'B’ e gli angoli ugua,lmente contrasse-
c | ¢ &nati. La verifica dell’ugua-

colla sovrapposizione. De-
scrivere per esercizio in
qual maniera la sovrap-
‘ posizione va eseguita.
A B A 68. TERZO CASO DI
UGUAGLIANZA. Due mcmgolz sono uguali se hafnno z tm
lati uguali.

Sieno i due triangoli ABO A’ B’ ¢’ aventi ugua,h i

glianza sifa anche stavolta

lIati ugualmente contrassegnati. In questo caso, per

provare l’'uguaglianza dei due tna,ngoh la sovrapposi-
~ zione diretta non serve. Si operi pex'elo co8l : costruito

‘unmodellodi 4’'B' ¢, -
si riporti questo mo-‘ C’

dello sul foglio, al di- /] /\\ )
sotto di ABC, come | |
5, /\I;/B A’/ : &

indica la figura, e sia M
AB("” il modello nel- !

la nuova posizione. Cl"'

Siccome AC = A4'C" "

e AC"= A'(’, risulta AC = AC” ; ciod il punto 4 &
~ equidistante da (,C”’. Analogamente si vede che B &
equidistante da C,0"’. Percio AB & Passe del segmento
€(0”, onde il punto M & medio tra C,0” e il segmento

Y

0C" & perpendicolare ad AB. Se quindi si fa ruotare il .

modello ABC” attorno ad AB, fino a rovesciarlo sul
semipiano superiore, il punto ¢" va in 0, mentre 4,B
restano fissi; e dunque il medello AB(C"” si sovrappone
ad ABC. Si conclude che il modello di 4A’B'¢" & ugua,la -
ad 4BC.
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Pmprieta dei lati e degli angoli di un triangolb. |

- 66. Uno dei teoremi pid importanti della, geometrm‘
elementare & il seguente:

La somma degli angoli dun triangolo é uguale a u're.«'
| aﬂzgolo piatto.
| Dato il triangelo ABC, per dimostrare il teorema,.
prohmgh]amo un lato, per.es. AB, in BD; e ‘tiriamo da-
B la pa,rallela, BE al lato :
AC. Questa pa,ra,llela, lascia
il triangolo tutto da una
parte e decompone percio

Tangolo GﬁD nella somma =/ \, .
. e N /B /
dei due angoli OBE,FBD. S

 QOra gli angoli 0AB EﬁD son uguali, perché coirfispondenti 3
rigpetto alle pa,ra,]lele AC,BE tagliate da AD; e glit

.angoli AOB OBE son ugua,h perche alterno interni ri-
spetto alle pamllele AO BE tagha.te da CB. -

| Dunque GAB -+ AC’B EBD + CBE Cio mgmﬁcaw
che la somma, degli angoli A 0 del triangolo Y ugua,le-

‘all’angolo OBD e smcome OBD & il supplemento di.
‘ABO, cosl 1’angolo B del triangolo & 11 supplemento di-
2 -+ 6 cioe a - B - C uguale a un angolo piatto.
| 67. Dal precedente teorema segue come corollario (1)
che un triongolo non pud avere pit di um amgolo retio
o ottuso, perché se vi & un angolo retto gli altri due angoli:
daranno per somma un angolo retto e quindi ognuno
di essi sars acuto; e se vi & un angolo ottuso, gli altri-
due daranno per somma un angolo acuto e quindi sa-
ranno acubi.

(‘) Corollario & uns . propo'ﬂzmr}e che sia conseguenza fa.c1
lissima di una teorema precedente. :



88. Se un triangolo & equilatero si vede facilmente
(in base al teor. 58) che anche i tre angoli sono uguali,
 ciod che il triangolo‘ & equiangolo. Viceversa : se un
~ triangolo & equiangolo, & pure equilatero. Siccome la som-
ma dei tre angoli & di 1809, ciascuno di essi sary la
~‘terza parte di 180°, ciod 60°. 8i puo ricavare da cid la
risoluzione del .
ProBLEMA. Costruire col mpportatme un trmfngolo :
leguzlatero di dato lato. ' ‘

Costruito col “&pportatore Pangolo MAN di 600,
81 nportmo sopra AM e sopra AN due segmenti AB, A0
uguali al lato dato. Il triangolo ABG
¢ isoscele, perché AB = A( e quindi

gli angoli alla base B,C son uguali. Ma
la loro somma, essendo il supplemento

di A e d1 1‘700 dunque ciascuno degh

angoli B,C & di 60° gradi. Percido ABC

2 eqma.ngolo e quindi oquﬂatem | |

89. E evidente che il segmento rettilinco che con-

giunge due punii A,B & il cammino pit breve fra i due

puntt. Tanto ¢ vero chlesso si ottiene 1endondo un filo
tra 4,B. Ne deriva che: t

In un triangolo wn lato & " O

_mmore della somma degli altri /\\\

Invero,il cammino 40 +CB

& diverso dal*cammino retmhﬂeo da 4 a B epperé
AB < 10 + OB.

Proprieta dei lati e degli angoﬁ' di un potigono. |

0. Dal teorema del § 66 si pud dedurre il seguente,
che ci limitiamo ad enunciare : ‘ ,

| Lo somma degli angoli di unm -poligono € uguale al
| gn odotio di wn angolo piatto pel numero det latt dimismuito
di 2. Cosi per un gquadrangolo il numero dei lati & & ]



 tano uguali, pel secondo caso’ -

.’... *3'; —

qumdl 11 TNIMero dei latl dlmmuito di 2 &2 e la somma

‘degli angoli del quadrangolo & di 2 angeli piatti ; per |

un- pentagono si trovan similmente 3. angoli piatti; ecc.
1. Dalla stessa .osservazione del § 69 segue che:
In un poligond wn lato é minor ¢ della somma degli altri.

-Parallelogratnnli. EET B

7. Un qua,drangolo coi lati oppostl pmalleh dicesi
un parallelogrammo f o

Le proprieta piu 1mportant1 dei pa,ra,ﬂelowamml son
feSplesse dal teorema :

In un pamZZelogmmmo 109) wna dictgonaée lo elivide'
'en due triangoli uguali; 2°) gli angoli e 1 lati opposts
- son ugualz ; 39) le due diagonali si dividono scambaevol-
" mente per metd. | ’

Sia 4 BOD il dato parallelogrammo. 10) Per dxmostrare
la prima affermazione, si tiri per es. la diagonale AC.
T due triangoli ABC,0DA risul- p ’ e

di ugnaglianza, perché hanno
aguali gli angol ugualmente
'aontmss:agnam ed il lato 40 4

' comune ai due angoli. Gli angoli BAG,AC’D son infatti |
uguali come alterno interni rispetto alle para.llele AB,CD

 tagliate da AC; e gli angoli AOB,DAC son uguali
- come alterno mterm rispetto alle pa.rallele AD,BC ta-
~ gliate da AC. _

20) Per dimostrare la seconds a,ﬁermamone, si osservi
_che dall’uguaglianza dei due fna,ngoh predetti ABC, ODA, |

" segne AB = (D, BC = AD, B = D, onde sono uguali i

lati opposti e gli angoh oppostl B D Gl altri due angoli

opposti, in A4, G' rlsulta.n uguali come somme di angoli

, uguali. , ¢ : - ,

o 39). Per dlmostmre infine la terza aﬁermamone, si tirk
., &H(’he Paltra dlagonale BD, che mcontn AC in O
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, Si consuiermo mdl i due triangoli AOB OOD Esvz .
nsultano ugu&h perche hanno uguali gli angoli ugual~~ .
| ¢ Mente contrassegnati (che sono

a due parallele tagliate da una
ya - tragversale) e i lati AB,0D (co-
A muni a queste coppie di angoli)
- pure uguali, come lati opposti del parallelogrammo. Dall'u- -

al solito alterno interni rispetto

guaglianza dei due triangoli risulta 04 = 0C, OB = 0D

e quindi O & punto medio delle due diagonali.

| Il punto O comune alle due diagonali dicesi centro

del parallelogrammo. B
78. Sono notevoli i

seguenti parallelogrammi

di forma particolare :

10) Il rettangolo,
che & un parallelogrammo
coi quattro angoli uguali,
ciod retti. |
20) I1 rombo che & _
un parallelogrammo coi qua.ttro lati uguali. |

3°) Il quadrato, che & un parallelogrammo coi
| D~ — ~ quattro angoli ugnali (ciod retti) e

| | ‘ coi quattro lati uguali. |

, / \ 74, Se in un qua.drangolo son
A - paralleli soltanto due lati opposti,

e non gli altri due, il quadrangolo dicesi un trapezie. T
Iati paralleli AB,0D chiamansi le basi del trapezio.

C

rettangolo

D

quadf&to

D

ESEROIZI '

46. Dlsegnam un pohgono convesso ed esporre per isoritto,
con pa.role proprie, la sua definizione. :
47, Disegnare un poligono concavo ed esporre per lscrltto, eon
pa.role proprie, la sua definizione. :
48. Un triangolo si pud a.nche deﬁmre come la parte di plano
comune a tre certi semipiani. Quali sono questi semipiant ? .
49. Come si dimostra che un trla.ngolo é la parte di p!a.no
comune ai suoi tre angoli ?
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!)9 Rlpetere, con parole - proprie, la deﬁmzxone di dJa.gonah ai
un poligono e contare quante son le dlagonall di un quadrangolo, :
di un pentagono, di un esagono. :

b1. Quanti vertici ha un poligono, se Io sue diagonali son 20 ?

52. 11 teorema del-§ 69 fornisce un modo di costruire la biset-:
~ trice d'un angolo, dividendo per met& (con una strisciolina di carta)

il segmento che riunisce due punti dei lati dell’ a,ngolo equidistanti
dal vertice.

63. Lo stesso teorema dé. la costruzione della. bissttrice, tlra.ndo
dal vertice la perpendicolare al sogmento precedente.

: 64. Condurre da un punto una retta che formi angoli ugua.h
~ con due date rette che s’ incontrano. It la parallela ad una delle bi-
~ settrici deghi a,ngoh delle due rette. Perché ? '

b5. Le perpendicolari nei punti medi dei lati di un tna,ngolo
eoncorrono in un punto, equidistante dai vertici. (Si ricordi il § 62).

56. Ripetere per iscritto, con parole proprie, quantx 6 quali
sono i easi di uguaglianza dei triangoli.

57. Due triangoli isosceli aventi uguali gli angoli al vertice

e le relative bisettrici sono uguali. Perché ? (Sl ricorra alla sovrap-
poszzmne) ‘

58. Una retta passante pel punto medio di un segmento &
equidistante dagli estremi. Perché ? (Si tirino dagli estremi le di-
stanze alla retta. Ai due triangoli che vengon fuori si apphchl iy
secondo caso d'uguaglianza). .

59. Due angoli di un trmngolo son, nspettwamente ucruah
4]0 12’ 32", 23° 10'-15"”. Qual’é ’ampiezza del terzo engolo ?

- 60. Chiamasi angolo esterno di un triangolo un angolo formato
da un lato del triangolo e dal prolungamento di un altro. Nella dimo-
strazione del § 66 si & provato che un angolo esterno & uguale alle
somma degli angoli tnlerni non adiacenti ed & qumdl ma,ggmre dn
ciascuno di questi (teorema dell’angolo esterno). o
61. Un triangolo rettangolo con un a,ngolo di 450 é i1soscele.
Perché ? ‘ o
' 62. Gli angoli alla base di un triangolo - lsoscele son acuti.
Porchd . : ,

63. L’angolo al vertzce di un certo triangolo isoscele & la meti
di ciasouno degli angoli alla base. Qual’é I'ampiezza di ciascune
degli angoli del triangolo ? :

. 64. Costrulre col rapportatore un triangolo Jsoscele a.vente un
| a,ngolo alla base di 300, :

65. In un triangolo un angolo esterno & di 68° 17’ & uno degh
angoh interni non adiacenti & di 24° 35" 18”. Quali sono le ampiezze

degli altri due angoli del triangolo ?
W 66. Caleolare lo ampiezze degli angoli di un tmmgolo. sapendo
ehe le differenze fra.‘ il maggiore e gli altri due sono di 54° e di 84¢.
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| 67. In un trmngaio un lato & ma,gglore della dﬁﬁ@r@nza degli
" altri due. (Si deduce dal § 69).

_ 68. Verificare con un disegno che &0 due lati dl an tmangoiw
son disuguali al ma,ggmre\ gta opposto l’a.ngolo maggiore. (Per dite-
~strarlo si prenda sul lato maggiore, & partire dal vertice comune
coll’altro lato, un seg ymento uguale al la,to minore ° si tenga contm
del teor. 58 e dell’ Ec;\ 80

69. Se un triangolo ha due angoh uguali, 1lati opposti son
uguali, ciod il triangolo & isoscele. B il teor. onunciato sonza dimo-
strazione nel § 60. {Per dimostrarlo, si osservi che se i lati opposti
non fossero uguali, uno dei due sarpbbe il maggiora e allora [Es. 68] .
gli angoli oppesti sarebbero dmmmmh) ' . |

70. Se in un triangolo due angohl son dlsuguah al maggiore
& opposto il lato maggiore. (Si dimostri che il lato opposto all’angolo
maggiore non pud essor nd uguale né minore del Iat@ opposto al-
Pangolo minore). :

71. In un tmangolo ret‘isa.ngom P lpotenusa. 4 11 ma;s{gioxe dei
fati. (Corollario dell’ Es. preo.). |

72. In un triangole il seginento che unisce un vertlce ocon un
punto interno al lnto opposto & minore di uno almeno degli albri
due lati. (Uno degli angoli ehe il detio segmento forma ool dato & ottuse
o retto e quindi, applicando I'Es, 79 al triangolo parziale che con- -
tiene il detto angolo, si conclude eon la proprietd enunciata). . X

73. Dimostrare il secondo teor. del § 60 e ciod : Se la perpen-
dicolare ad un lato d’un trisngolo tirata dal vertice opposto, divide
per meotd la base, il triangolo & lsosce}e ) quo!la perpendicolare biseca
I'angolo al vertice, {Tnfatti, ribaltando il piano del triangoelo attorno
a quella perpendicolare, i} triangolo si ribalta in se stesso, e ognune
dei due lati uscenti dal vertice si sovrappone all’altro).

74. Segmento obliquo o semplicemente obligua da un punto
ad una retta & un ssgmento che unisce il punto dato con un punte
dells retta {che chiamasi piede dellobliqua), senza essere a questa
perpendicolare. Qgni obliqua & ma.agmm della distanza dal punto
alls retta.[lis. 71} v .

75. Protezione di un abhqua, da un punto ad una retta & il

sogmento compreso fra #l piede dell’obliqua e il pisde della porpen-

dioolare. Due obligus aventi proleziont uguali sono nguali.

76. Se, percor‘*endu i1 contorno di un poligone in wn certo
verso, si prolungaro i singoli lati sempre in quel wvemrso, il prolun-
gemento di un lato forma col lato successivo un angolo esterno del
poligono. Tenuto conto del § 70, dimostrare che la sémma di questi
angoli esterni & uguale a quattro angoli retti.

77. Se in un quadrangoclo dus a.ngoh son mppmmentmx anche
gli altri due lo scno. ©

78. Caleolare Parapiezza, dl ciascuno dewh angoli di un certo
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: Wrmg&l@, mpéndé che due angoli opposti sono ugawli ciascuno

- . & 220 o che degli altri due uno & doppio dell’altro.

79. Due triangoli rettangoli sono uguali se hanno i cateti uguah ,
. 80. Dwe triangoli rettangoli spno uguali se hmmo uguall un
 eateto e Fangolo achto adiacente. :

81. Due triangdli rettangoli sono eguali so hanno uguali un
eatoto o Pangolo opposto. (Infatti anche gli angoli a,autl adla,cemx
ai due cateti uguali risultano uguali).

, ' 82. Due triangoli rettangoli sono uguali se hanno uguah Pipo-
. temusa e um angolo acuto. (Infattl anche gli a,ngoh a.cum ultm iori -
risultano uguali). - :

'83. Due triangoli rettangoli sono ugua.h 80 hamm ugu%h I’ ipo-
tenusa ed un cateto. (Disposti infatti i due triangoli in modo che i
. eatetl uguali eomcﬂano e i triangoli si iruvino da parti opposte
del eateto eomuns, si ottiene complessxvamente un trisngolo isoscels,
onde i due triangeli hanno uguali due angoli acuti e si ricade nel-
- I Is. 82).

' 84. Due triangoli isosceli 8010 uguah 80 hanno basi o _angolh
sl vertice uguali. ‘

. 88. La bisettrice d’un angolo @ il luoge geometnco [§ 62] dei
pmtx equidistanti dai lati dell’angolo.

86. Le bisettrici degli angoli d’un triangolo concorrono in un'
ptmw, eguidistante dai lati [Es. 85]. v
- - 87. Due triangoli coi la.m & due a due paralleh hanno gh

angoli 3 due a due uguah.

- 88. In un triangolo rettangolo laitezza rela.tnva all’ 1patenusa. ‘

dmlde il triangolo in due tnangoh reﬂtangoh zwe}ntx gh angoli uguali
a quelli del dato. -
89. Caloolare la somma degli angoli di un pohgone di 10, 12,
16 e di 50 lati. -
80. Per costruire la blsettnoe d’un angolo, col COMPAsso &
. punie fisso o colla riga graduata, si pud procedere cosi: 8i riportine
- gud lati delP'angolo di vertice O due sozmenti disuguali 04,0B. Si
- prenda poi sul lato OA4 un scgmento OB’ = OB e sul lato OB un
segmento QA' = OA. I due segmenti 4B, A"B’ s’ incontrano in un
panto M, il qua!e congiunto ad O da la bisettrice eercata. Percho-?
{Fatta la ﬁgma, 8i cominei col d;lmostram che sono uguali i tnangah
04B,04'B’, sicché nei triangoli AMB',A'MB risultan uguali due
angoli e il lato a questi comune ; onde AM = A'M. Risultano pereid
uguali i triangolk 4MO, A'MO, epperd MO biseca Vangolo dato).
91. Un parallologrammo & la parte di piano comuns a due
strisce [Es. 40} nen aventi i contorni para.lleh "

92. Un trapezzo & la parte di piano comune ad una striscia |

"¢ ad un angolo i cui lati incontrino il ‘contorno eiel}a striscia e il cud
- vertice sia estemo alla, medesima. :
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93 Se un pa.rallelogra,mmo ha un angolo retto, tutti gh a.ngoh :
- -sono retti e il parallelogrammo & un rettangolo. ,

94. Se un parallelogrammo ha due lati ‘consecutivi uguali,
tutti i lati sono uguali e il parallslogrammo é un rombo.

95. Se un parallelogrammo ha un angolo retto o due lati con-
secutivi uguali & un quadrato. '

96. Chiamasi mediana Ai un triangolo il segmento che unlaoe
un vertice col punto di mezzo del lato opposto. ‘ «

In un triangolo rettangolo la mediana relative all’ lpotenusa.\
é uguale a metd dell’ ipotenusa. (Per dimostrarlo baste costruire.
il rettangolo che ha per lati consecutivi i cateti del triangolo).

97. Un trapezio dicesi ¢soscele quando i suoi lati non paralleli
sono uguali. ‘ -
-« In un trapezio lsoscele i due angoli adiacenti alla base mag-
giore (o minore) sono ugua.h (Basta prolungare i lati non paralleli).

98. Trovare le ampiezze degli angoli di un pa.rallelogra,mmo
sapendo che uno di essi & di 5l1e. |

99. Un quadrangolo avente'i lati opposti uguali & un pﬂ,ra,llello-
grammo. (8i tiri una diagonale). g

100. Un quadrangolo avente gli angoli opposm uguali & un
parallelogrammo. (Infatti' due angoli consecutivi. risultano supple-
mentari).

101. Un quadrangolo le cui dla.gona.h si dividano per otd &
- un parallelogrammo.

102, Un quadrangolo avente due lati oppostl uguah e pamlleh :
¢ un para,llelogrammo

103. 11 rettangolo (e in particolare il qua.dra.to) é il solo puan.ra,llnw
logrammo che abbia le diagonali uguali.
‘ 104. Il rombo (e in particolare il qua.dra.to) ) 11 solo pa,rallelm -
grammo avente le dlagonah perpendicolari. :
' 105. Il rombo (e in particolare il quadrato) & il solo parallolo-
grammo in ocuf le diagonali sieno bisettrici degli angoli del poligono.

- 106, In un certo parallelogrammo due angoli consecutivi sono

P uno i 7/, dell’a.l’bro Trovare le ampiezze degli angoli del par&llelo
gramrmo. :
107, Per dividero un segmento per metd i possono condm‘re \
per un estremo del segmento due rette e per l'altro estremo ls pe-
rallele a queste. Si otterrd cosl un parallelogrammo di cui il segmento
& una diasgonale; onde l'altra diagonale lo divide per meth. s

108. In un trapezic isoscele le diagonali sono uguali. ,

109. In un trapezio isoscele la retta che congiunge i pundi
medi delle basi paasa pel punto comune agli altri due lati. (8i ricordi
il § 60). Ne deriva la costruzione della blsettnce di un angolo ohe
‘abbia il vertice fuori del foglio da disegno. ,

110. In un bmangolo il segmento che congiunge i punti medi
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“di due latl é pamllelo a.l terzo lato ed uguale all& sua metd. (Si con- |
duca da uno dei punti di mezzo consxdera.tl la parallela a.ll’altra
lato dimezzato).

111. In un tra,pemo il segmento congiungente i punti medi dei-
due lati non paralleli 8 uguale alla semisomma delle basi. (Si conduos
per uno dei punti medi la paraliela all’altro lato dimezzato).

112. T segmenti che congiungono i punti medi dei lati consc-
cutivi di un qua.drangolo qualunque son lati di un parallellogrammo.
{Si confrontino i detti segmenti colle dlagona.h del quadra.ngolo, ’
 tenuto conto dell’ Es. 110).

- 113. Due parallelogrammi €ono ugu&h so hanno uguah due
iati consecutivi e l'angolo compreso.. '

114. Se per il punto di mezzo di un lato di un triangolo si tira
1a parallela ad un altro lato, essa dimezza il lato rimanente. (Sl tenga
conto dell’ Xs. 110).

116. I1 centro d'un parallelogrammo & punto medio di ogni
aogmento segato dal contorno sopra una retta passante pel centro.
¥31 comin¢i coll’osservare che un punto della bisettrice d'una striscia -
[Es. 41] gode dell’ansaloga proprietd nei riguardi del segmento segato
~lal contorno della striscia sopra una retta passante per quel punto).



CAPITOLO QUARTO

Circonferenza e cerchio.

Definizioni e prime proprieta.

75. 11 com;pdsso & un istrumento '(réfppresentato dalla .-
figura) costituito da due bracci P} ,PN snodati attorno

M,N, una delle quali pud esser sostituita
da un lapis. appuntito o da un tiralinee,
fissato al braccio PN da una vite a pres-
gione. La distanza fra le punte M,N di-
cesi apertura del compasso.

Divaricato il compasso in modo che
Papertura MN sia uguzle a un segmento
dato AB, si disponga la punta M sopra
il punto O, dato sul foglio, e si ruoti
indi 11 compasso, tenendo fissa quella punta. Allora la
punta N del lapis o del ti-
ralinee descrive una linea, che
. & un certo momento ritorna A
~al punto di partenza, e che O

8i chiama una circonferenza ' -
di centro O e di raggio AB.
I punti della circonferenza ha,nno tuttl da O una dlsta.nza
uguale ad 4B. Dunque: i
8¢ ohiama circonferenza una linea chiusa deseritta

raggro

caniry

al- perno P .e terminati con due punte

da un pumto. che si muove in un piano, consersvamlo la

- medesima distanza da un punto fisso.
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Il punto figso & il centro la. distanza. ﬁssa, il ra;ggm!
- della elrconferenza,. .

76. La clrconferenza, divide 11 piano in due parti;
o ciod una pa,rte limitata, che si chiama cerchio o cheﬂw
o costituita dai punti che hanno dal centro asconferan,,
- distanza minore o uguale al raggio;
ang parte illimitata, ehe si chiama estema cerchio
" al cerchio, costituita dai punti che hanno
dal centro distanza maggiore del raggio.
La eirconferenza & il contorno del cer-
- ¢hie. I punti del cerchio non appartenentl
al contorno diconsi interni. -
Lea owconferema ¢ una linea ; il cemhzo é una St~
perfitie. | ’
77, Ogm segmento AB che congmnga due punn AB
della circonferenza si chiama corda, sia
" della circonferenza. che del cerchio.
In particolare, una corda passante
. CW}\ p Del centro chiamasiun diametro. I dia-
A -;:Tjg melri sono tutti ugueli fra loro, perche
) ognuno & doppio del raggio.

98, Due cerohi (e le loro czrconfermze) son ugua,h
 se hammo raggi uguali.

Infatti, se i raggi OA, O’A’ di due dati eerchi sono
" uguali, un movimento che .
sovrapponga il piano del

- primo cerchio al piano del

secondo, in modo che il
centro O del primo cada
sul centro O’ del secondo,
sovrappone completamente i due cerchi (e le loro cir-
conferenze).

¢

parte esterns

79. Un dmmetro divide cerchio e cir-
| conferenza in due parti uguali (dette ri=
/] spettivamente semicerchi e semici?cmfe-
renze). ’ |

Per verificarlo basta plegmre un cer-
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-chio lungo un suo diametro e eonstatare che le due parti -
del cerchio e della circonferenza, situate da bande ~op-
poste del diametro, si sovrappongono.
80. Due punti 4,B dividono la cu'conferenza. in due
parti, ciascuna delle quah 8i chla.ma un arco. I punti 4,B
-dieonsi estremi dell’arco. o :
81. Un angolo, come A6B, che abbia il vertice
‘nel centro 0O, dicesi un angolo al centro. T suoi lati in-
' contrano la circonferenza in due punti
A,B e vi & un arco AB della circon-
ferenza situato nell’angolo dato. Si dice
~ che Pareo corrisponde all’angolo al cen-
- tro e che questo sotlende I’arco

N ella figura, Pangolo A0B tratteggiato & convesso
.¢iod minore di un angolo piatto. |

Llarco sotteso da wn angolo al cefntro minore dz un
-amgolo piatto, é minore di una semicirconferenza, ‘ossia &
parte di una semicircom"erenza. Infatti, eonsiderato i

rdia.metro 44, che conmene un lato dell’angolo A()B

1’a.ngolo piatto 404’ contiene come parte AOB o qumdx
Parco 4B & parte della semicirconferenza ABA’. |

Invece V'arco softéso da wun angolo al centro (co‘ncwva)/
maggiore di un angolo piatto, é maggiore '
i una semwzremferenza

Quando i punti A4,B della circonfe-
Tenza non sono estremi di un diametro,
per arco AB @ intende di solito quello dei
-due archi aventi per estremi A4,B, che & _
minore di mezza circonferenza. Nella figura & Parco 4B
~dndicato dalla freccia.




Posxziom d1 una retta nspetto ad una cuconferenza.

- 82. Una. retta ed una cn'conferenza possono avere
in comune due punti 4,B (fig. 1) oppure un sol punto P
(fig. 2) o nessun punto
{fig. 3).

. Si dice che una
retta ¢ secante, quando
ha duvue punti comuni
-colla circonferenza ; che
¢ tangente, quando ha
un sol punto comune;
che & esterna, se non
~ ha aleun punto comune
~¢olla circonferenza.
| La distamza OP di wna retta secante dal centro della
circonferenza ¢ minore del raggio; la distanza OP di
una tangenie dal centro é uguale al raggio, e la distanza OP
di una retta esterna dal centro € maggiore del raggro.

Queste proprieta le ammetteremo come evidenti.
Si osservi che, in conseguenza di gquanto precede, la
wngente ad una circonferenza in un punto st ottiene sem~
plicemente conducendo la perpefndzcolwre al raggio che
passa per quel punito. |
| Tale punto dlcesu punto di contatio della ta,ngente.

Angoli alla circonferenza.

83. Un angolo ABC si dice un angolo alla circon-
ferenza quando ha il ‘vertice B in un
punto della circonferenza.

. L’arco di circonferenza che & con-
tenuto nell’angolo dicesi sotteso dall’an-
golo e si dice pure che l’angolo insiste

' sull’arco Inoltre si dice che ABO & in-
scritto nell’arco di estremi A ¢ che non
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2 contenuto nell’a.ngolo Nel ca,so della fignra, ADC & Tarce

~ sotteso ad ABG © quest’a,ngolo é ingeritto nen’arco ABC.
Un angolo alla circonferenza é& metd dell’omqolo al
v oentro che soltende lo stesso arco. .
' Infatti, nel caso della figura (in cui il centm O

‘del cerchio & interno all’angolo) si ha che Pangolo AOD,
come supplemento di A6B, é uguale alla somma degli
angoli OﬁB, 0BA el triangolo 40B, in quanto anche

la somma di questi angoli ¢ il supplemento di A0B [§ 66].
Ora 11 tna,ngolo AOB ¢ moscele, perché 04 = OB, ep-

_pero OAB OBA Perta,nto 40D @ il dappm ai OBA.
' leﬂmente 8i prova che DOG e il doppio di OBO e qumdz
AOO & il dopplo di ABC cioé questo angelo &la metd

ell’angolo al centro AOC, che sottende lo stesse arco.
Il teorema & evidentemente vero anche quando
Pangolo dato alla circonferenza ha, come lato un ﬁma-

metro: & il caso dell’angolo ABD o dell’a.ngolo DRe
' della figura precedente Ed & pure vero (come si di-
- mostra con un ragio-

namento dello stesso
tipo, che non svilup-
piamo) quando il cen-
tro O & fuori dell’an-

golo A%C e quando
~mno dei lati dell’angolo & ta:ngeme aJ]a efmonferenza. nel
vertice B. :

84. Un primo corollario del teorema. precedenbe é
-questo : |

Tutts glt angoli inseritii in un me-
 desimo arco sono uguali fra loro.
| Infatti ciasecuno degli angeli P |

ABC,ADC,AFEC,AFC,.... 81a meta del-

: » N\
Pangolo A0C.
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'Si diceche D'arco ABC, in cui tutm gli angoli prece-

},sdenﬁl 80no. msemttl, & capace d1 un angolo uguale ad' o
'-ABOAD@A bAFQm“

85. Un secondo cemllarjo del te@rema del § 83 &
qaesto ~
Un angolo inscritto in wuna s(’mz-

mrco%fewnzw ¢ retto.

- Infatti, se ’angolo- ABG © msomtto
~ in una semicirconferenza, eiso & metd

dell’angolo al centro A60, che & piatto.

“Pertanto A.ﬁ(} - & retto.

ESERCIZI

118. Ripetere per iseritto, con pa.role propme, le definizioni
relative alla circonferenza e al cerchio (circonferenza, cerchio, raggio,
Aiametyro, corda, arco, angolo al centro, rette secanti, esterne, ta.m
genti, punto di contatto, angolo alla. circonferenza). — -

117. Un diametro ¢ la maggiore fra le corde. (Si confrontino
ana cords ed un diametro aventi un medesumo e8LIeIN0, congmngendo ‘
il centro coll’altro estremo’ della corda). |

i18. Due circonferenze possono avere le seguanm possibili po-
sizioni in un piano: esterne Puna all’alira; tangenti esternamente ;
. tangenti internamente ; secanti (aver cioé due puntluccmum) una in-
terna all’altra. Disegnare sul foglio queste diverse posizioni reciproche.

119. Luogo dei centri delle circonferenze passanti per due punt:.

120. Luogo dei contri delle circonferenze tangenti in un punto
&d una retba.

121. Luuogo dex centri delle circonferenze di dato raggio passanti
: per un punto. ‘

122, Le tangenti megli estrema di un dlametm sono p&rallele.

123. I punti di contatto di due tangenti parallele sono estremi
«di un diametro. (Congiungasi il centro con quei puntl di contatto).

124. Gli estremi di due diametri sono vertici d'un retta,ngolo

125. Gli estreml di due diamsetri perpendlcolan 8ono VOI‘thl d’un
aquadra,to '

' 126. Fra i sogmenti che congmngono un pmd;o dato coi puntx :
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di una circonferenza, il minore & quello 11 cul prohmgamenw pa.ssa,,
pel centro ;- il maggiore & quello che passa pel centro. :
127. Una corda é bisecata dal diametro ad essa perpendlcolareﬁ_

~ 128. In una circonferenza angoli al centro uguali sotsen- -
dono archi e corde uguali e se due angoli al centro son disuguali. .

il maggiore sottende I’arco e la corda maggiore. _

129. In un cerchio corde equidistanti dal centro sono uguali.

130. In un cerchio corde uguali sono equidistanti dal eentro.
‘ 131. In un cerchio tutte le corde uguali ad una medesima sono.

tangenti ad un cerchio concentrico col dato. (11 raggio del cerchio-

in questione non & che la dlstanza del centro del cerchio dato da
- una di' quelle corde).

132. In un cerchio di due corde disuguali la maggiore é pite
vicina al centro. (Si tenga conto doll’ Es. prec.).

133. Dimostrare la proprietd inversa della precedente (Dimo-
strazione per assurdo) '

134. Da un punto esterno ad un cerchio escono due tangenti
(che &’ impareranno a costruire nel § 94). Il punto dato & congiunto -
al centro mediante la bisettrice dell’angolo delle due tangenti. (8i

congiunga il centro coi punti di contatto delle due tangenti e st

tenga conto dell’ Es. 83).
~135. Il luogo dei centri delle clrconferenze tangenti a due rette
parallele & la bisettrice delia striscia determinata da queste.
136. Il luogo dei centri delle circonferenze tangenti a due rette
non parallele 8 costituito dalle bisettrici degli angoli formati dalle .
due rette. (Si tenga conto dell’ Es. 134). |
~ 137. Condurre le tangenti ad una circonferenza parallele ad
una retta data. (Si consideri il diametro perpendicolare alla retta data).
138. Trovare un punto che abbia distanze date da un punto
‘e da una retta dati. (Si tratta di determinare 1’ intersezione di uns.
conveniente retta con una certa circonferenza ; onde il problema pud
avere due soluzioni o una o non averne affatto. Quando si verificano.
le 3 possibilita ?)
139. S8e un quadrangolo & inscritto [§ 97] in una circonferenza.
1 suoi angoli opposti sono supplementari. (81 tenga conto del § 83).
140. Se un parallelogrammo & inscritto in una clrconferexiz&
o880 & un rettangolo. :
141. Due corde parallele son basi di un trapezm isoscele.
142. Due corde uguali e parallele son lati opposti di un rettangolo.
143. Fra le corde che passano per un punto interno ad un
- cerchio la minore & perpendlcol&re al diametro che passa per quel
punto. .
144. Due clroonferenze distinte che abbiano la stessa tangente
~ in un punto comune non ha.nno altri punti comuni.
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~ 145. Due corde di un cerchio, che si dimezzino secambievol.-
- mente, sono diametri. -

146. I segmenti intercetti da due cerchi concentrici sopra una.
sscente comune sono uguali. : : .

147. 11 punto di concorso delle bisettrici degli angoli di un-
triangolo [Es. 86] & il centro di un cerchio tangente ai tre lati, che-
dicesi cerchio inscritto nel triangolo. - '

148. Il punto di concorso degli assi [62] dei lati d’un triangole
{ved. anche il § 95) & il centro di un cerchio passante pei tre vertios, .
che dicesi cerchio circoscritto al triangolo. ‘

149. Se un quadrangolo & circoscritto ad una circonrerenza, .
la somma di due lati opposti uguaglia la somma degli altri due. (Si-
tenga conto dell’ Es. 134), - | -

150. Un parallelogrammo circoscritto [§ 97] ad una circonfe--
renza 6 un rombo. (Si tenga conto dell’ Es. precedenta).’



CAPITOLO QUINTO

———— e i

Problemi fondamentali.

Costruzioni elementari.

86. L’uso del compasso, come strumento da disegno -
da aggiungere alla riga e alla squadra, permette di ri-
- golvere molti altri problemi, fondamentali pel disegno
geometrico. Considereremo i pm nnp@rmml |

PROBLEMA 1°. Dividere un seg—mento per meta ().

Ool centri in 4,83 e con raggio maggiore della metd
di AB, descrivansi due circonferenze uguali. Poiché cia-
seuna delle due cxrconferenze ha una parte interna ed -

una parte esterna al cerchio dell’altra,

\/*< ¢ intuitive ch'esse si fagliano in due

: punti P,Q. 11 punto M, dove il seg-

mento PQ taglia 4B, & il punto medio
richiesto. Infatti le dlstanze PA PB
QA,QB dei punti P ,@ dagli estremi
del dato segmentu, sono tutte uguali,
perché raggi di due circonferenze
uguali. Onde PQ & Passe del segmento 4B [§ 62] e di-

. vide percio il seqmento per meta.

87. PROBLEMA 2°. Dividere un 3egmento in un nu-
mero qualunque di parti uguali.

Sia p. es. da dividere in 5 parti uguali il segmento AB.
“Condotta una semiretta AP, si riportino su essa succes-
- sivamente a partire da A (p.es. col compasso a punte

) bl ptoblema fu gid risoluto con una striscia di carte nel § 'i,7 .
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ﬁsse) 5 segmentl ngual qualunque (*ongmnto 11 punto 5
con B, dai punti 1,2,3,4 si tirino le parallele a quella
congmngente Si ottengono cosl su
AB ipunti C,D,E,F, che dividono
il segmento in 5 parti uguali. La
proprietd & intuitiva, epperod ne |
tralasciamo la dimostrazione. 71~
~ 88. PROBLEMA 3°. - Costruire
ia bzsettmce di un angolo (). “
| Ool centro nel vertice O dell’angolo e raggm arbi-
trario, descrlvam una eirconferenza che incontri i lati
in 4,B. Coi centri in 4,B e raggio mag-
giore della meta del segmento AB, de-
scrivansi due circonferenze uguali e sia
P una delle loro intersezioni. Il punto
0 & equidistante da A,B e cosi il punto
P; onde OP & Passe del segmento AB, -
cme incontra AB perpendlcola.rmente
nel punto medio M. Ne deriva, [§ 60]

che OM & bisettrice dell’angolo 0
89. ProBLEMA 4°. Condurre per un pzmto la perpen-
 dicolare ad una retta (%)

/?’ ;
R

\

- {\a
e\

.,,-:
riCDEFL’

1)1 punto dato P sia dappruna fuorl della retta o

data MN. Coi centri in due punti arbitrari A B della,»

retta, descrivansi due circonfe- P
 renze passanti per P. Esse si ta- o
gliano in un altro punto @ al di- ) {

- sotto della retta. Poiche AP=A4Q w4 7 7N
il punto 4 & equidistante da -P,Q. \ \ j

Similmente B & equidistante da
~ P,Q. Dunque AB & Vasse del seg- ,

- mento P@Q e qumdl ABe PQ ® mcontramo perpendicolar-
- mente; ciod PQ ¢ la perpendicolare da P alla retta MN.
o 2) Se il punto P & dato sulla retta MN, si pren-
| da,no sulla. retta due segmentl uguah PA PB.

(*) Un’altra costrumone fu data con un modello d1 carta nel §30;
(?) Un’altra soluzwne con rlga e squadra fu data nel § 41.
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Coi centri in 4,B e raggio maggiore di PA deseri-
vansi due cu'conferenze Esse si tagliano in un punto &
i al di sopra della retta MN. I
?“-i’Q ' congiungente @ con P & la per-
T | pendicolare richiesta, perché PQ
& 1’asse del segmento AB.
90. PROBLEMA 5°. Dato un
| — : amgolo, costruirne uno uguale che
M A P . B ‘abbia un lato dato (e gza,ccm
sopra un assegnato 3emzpmno)

. Sia AOB Pangolo dato o4 il lato dato dell’an-

golo, che si vuol costruire sul semipiano al disopra .
di 0’ A’. Descriviamo coi centri in 0,0’
due circonferenze uguali e sieno C,D
le intersezioni della prima coilati 04 OB
dell’angolo dato. Mediante il compasso:
si stacchi sulla seconda circonferenza .
una corda C'D’ uguale alla corda OD
e si congmnga, infine 0’ eon D’. L’an-

- golo O’O'D’ & uguale all’ a,ngolo dato, < L. .
perchd i due triangoli COD,C"0’D’ son ? ¢4
‘uguali, avendo i tre lati rispettivamente ugua,h e cmé»_

00=0'C',0D=0'D",D0=D'C". Pertanto OOD .COD.
91. PROBLEMA 60 Costruire un tmrmgolo uguale a

un triangolo dato.
Sia ABC il dato triangolo. Preso un segmento A4'B’
uguale ad AB, si descrivano coi centri in A',B' due
circonferenze di raggi rmpettwamente
uguali ad A0,B0. Esse si tagliano al
disopra di A’B’ in un punto ¢’ ed it
triangolo A’ B’ (" & uguale al dato, per-
ché i due triangoli hanno i tre lati

C
| N
/\ - rispettivamente uguali,

93. PROBLEMA 7o, Costruire un
B’ triangolo equilatero di lato dato (2).

A

(!) Un’altra costruzione, col rapporta.tore, fu data nel § 68.
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~ Sia 4B il lato dato. 001 centri m A,B descrivansi
due circonferenze -di raggi uguali ad AB. Esse si ta-
gliano al disopra di AB in un punto -
O ed il triangolo ABC @& equﬂartero, ‘
‘perehée AC = BC = AB. ‘

94, PROBLEMA 89. Tirare le tam-
genti ad una circonferenza da un punto
esterno. \

Sia P il punto dato ed O il cen- ~
tro della circonferenza data. Si descriva Ia clrconferenza
dl diametro OP. Le due circonferenze si taghano nei

punti A4,B. L’angolo OA.P es-
sendo’ inseritto in una semicir-
conferenza, & retto. Sicche AP &
perpendicolare al raggio passante
per 4 ad & dunque tangente in
4 alla circonferenza data. Simil-
mente, PB ¢ tangente in B a
| : questa circonferenza.

95. ProBLEMA 9°. Trovare il centro di una ciroon-
ferenza della quale st conoscano tre punii.

Se i punti che si conoscono sono A,B,C,-siccome
il centro O della circonferenza deve essers eqmdlsta.nte
da A,B, esso apparterry all’asse B
- del segmento AB; e, per ana- A
loga ragione, &Pparterra all'asse ¥ s
del segmento BC. Onde O si A TS
costruisce come mtersezwne dei NS
due assi. | o 0

- QOsseErvazIONE. Dati tre punti 4,B,C non in linea retth, la

‘costruzione precedente si pud eseguire anche se non si sa che i tre
punti appartengono ad una circonferenza. E si trova sempr: il puntc
O come intersezione degli assi dei segmenti AB,BC, perché questi
due assi non possono essere paralleli, se no la perpendlcolare da B
ad uno di essi sarebbe perpendicolare anche all’altro e i tre punti
81 troverebbero sopra una retta, contro il supposto. Costruito it
purto O, la circonferenza di centro O e di raggio 04 passa anche
per B,C, perché 0A=0B=0C. Ne segue di pilt che per A B,C non \
pué passare che la circonferenza costruita. Dunque :

Per tre punti non in linea reita passa sempre una ed una solm»“
cireonferenza.




Cost'ruzioxii di poiigoni*regolari,

96. Un poligono dicesi regolare se ha ilati e g]i
‘angoli uguali.

P. es. il triangolo equilatero [§68] ed il qua,dra,to" |
[§ 73] sono poligoni regolari. |

97. Un poligono dicesi imseritto in wuns elreonfe-_
renza quando ha per vertici punti della circonferenzs,
Questa, alla sua volta, dicesi eircoseritta al poligono.

Bi puo. dimostrare (ma noi l’ammettw,mo senza di-
mostrazione) che ogni poligono regolare @& msomito in
una circonferen za, ¢ioe che esiste un punto (centro della
circonferenza cn‘coscrltm) equidistante dai vertml -del
poligono. Si chiama centro del polzgono

88. Viceversa : -

Se st divide una czrconfenmzw in parti uguali e si
eangmnge ogni punte di divisione col SUCCESSIV0, 8§ ottwne
- un poligono regoi/a,re ' L

Cosi p. es. se la ezrconferenza ¢ divisa in sei pa.rtx
uguali coi punti di divisione 4,B,0,D,E,F, il poligono
| - ABCDEF & regolare Infattl, ognuno
degli angoli al centro, che sottendono
gli archi AB,BC,0D,DFE,EF,FA, ola
sesta parte di 360°, ossia & un a,ngolo
di 60°. Pereiod fa,eendo ruotara il po-
ligono attorno ad O di un angolo di
60°, nel verso della freccia, ogni ver-
{ice’ si sovmppone al sucecessivo e quindi ogni lato ed
ogni angolo del poligono si sovrappone al lato e all’an- -
golo successive. Pertanto i lati del
- poligono sono ugnali fra loro e cosi gh . B
angoli. | /i
89. ProBLEMA 1e, Ifnsmww wn /
quadrato in una éir conferenza. ""'”""""T (A

Basta dwidere una circonferenza \\‘

- In quattro arehi vguali: il che si fa.con
‘due -diametri perpendmolam AC,ED.
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: ‘Oongmntl i puntl di d1V1s10ne successrv1, si ha 11 qua-
drato ABOD. |

| 100. PROBLEMA 2°. Inscrwere Un €sagono regolare in
 uma circonferenza.

, Basta riportare successivamente, come corda. della
mrconfmenza, a partire da A, un segmento ‘uguale al
raggio.

T punti ottenutl sulla circonferenza
la dividono in sei arcln uguali. Infatti,
se ABCDEF & un esagono regolare
inscritto nella data circonferenza, nel

triangolo isoscele 40B ’angolo 0
« - di 60° e quindi la somma degli al-
tri due angoli vale 120°. Siccome gli angoli alla base
gono uguali, ciascuno di essi vale 60°, Percid nel trian-
golo AOB ogni angolo & di 60° ed il triangolo, es-
sendo equiangolo, & equilatero; cioé OA = OB = AB.
Questo vuol dire che 4l lato dell’esagono regolare inseritto
in una circonferenza é uguale al raggio di questa; ed &
premsa,mente di tale proprieth che si & fatto uso nel-
T indicata costruziofe dell’esagono. |

101. PROBLEMA 3°. Inscrivere. un tmangolo equila-
',wro in una circonferenza. | ‘

‘Riportato sei volte il ragglo come corda dells - cir-
G onferenza, due archi successivi, come AB, B(J daranno
| insieme un arco uguale alla terza pa,rte'
della circonferenza. Similmente gli ar-
- ¢hi CD,DE danno un altro terzo di cir-
conferenza e gli archi EF,FA il terzo |
restante. Onde il tria,ngolo ACE & eqm-
- latero [§ 98]. | |

B - 102. PROBLEMA 40. Imscrivere um ,
| ‘gmntagmo regolare in una cwoonferema, fa,cendo uso del'
- vapportatore.

Col 1a,pporta,tora eostrmscas1, prendendo per ver-

tme 11 centro O della czrccmferenzas, un angolo AOB d1 720,
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L’arco sotteso AB @& la quirta patte
della circonferenza, perché 720 x & —
= 360°. La corda AB & dunque il
lato del pentagono regolare, i cui

: tando successivamente 1la corda in
2>  B0,0D,DE. -

ESERCIZI

151. Se due lati di un angolo sono divisi nello stesso numero
di parti uguali, a partire dal vertice, lo congiungenti delle coppie
di punti di divisione corrispondenti sono parallele. |

152. Costruire un triangolo dati due lati e Pangolo comprese.

153. Costruire un triango}o dati un lato e gli angoli adiacenti.

1564. Costruire un triangolo dati i tre lati [§ 91]. Perchd il trian-

golo esista & necessario e sufficiente che il lato maggiore sia mi-
nore della somma degli aliri due. N '

155. Costruire un triangolo isoscele dati la base e uno dei due
lati uguali. ' b

166. Dividere un angolo retto in tre*parti ‘uguali con riga e
compasso. (Si costruisca un triangolo equilatero. Il complemento
di uno dei suoi angoli & la terza parte di un angolo retto).

- 187. Costruire un triangolo isoscele date la base o Paltezza

relativa. |

158. Costruire un triangolo isoscele dati la base ed uno dai
due angoli (uguali) adiacenti. ) - W

159. Costruire un triangolo isoscele dati la bass e I'angolo al
vertice. {La metd dell’angolo al vertice & il complemento di ciascuno
degli angoli alla base, onde si ricade- nell’ Es. precedents).

160. Costruire un triangolo rettangolo dati I’ ipotenusa e um
cateto. | | ,
161. Costruire un triangolo rettangolo isoscele di date ipo-
tenusa. - A ’

162. Inscrivere in una circonferenza un ottagono regolare.
(Basta dividere per metd ciascun arco sotteso ad un lato del qua-
. drato, tirando il diametro perpendicolare al lato). |
163. Similmente, inscritto Pottagono regolare, si pud inscrivers
il poligono regolare di 16, 32, 64, ... lati. ‘

4

§

vertici successivi si ottengono ripor-



164. Similmente, m.scntto lasagono recolare, 81 pub inscrivere
{1 poligono regolare di 12, 24, 48, .... lati.-
165. Smhnente, insecritto il penta.gono ragola.re, 8i pub insori-
were il poligono regolare di 10, 20, 40, ... lati.
- 166. Inscrivere in una circonferenza il pentadecagOno regolare, :

iod il poligono regolare di 15 lati. (Basta osservare che -é— —15 =

-1 . , o , .
= 3_6_ =30 18 ; sicché la.ngolo al gentro che sottende il lato

dell’esagono meno l'angolo al ceniro che sottende il lato del deca-
 gono, da l’a.ngolo al centro che sottende il lato del pentadecagono.-
‘Questo angolo vale 360°: 16 = 24°, onde si pud costruire a.ncha col
ra.pport&tore)

167. Costruito il penta,deca,gono regolare msorltto in una cir-
mmerenza, si possono ivi inscrivere i poligoni regola.n di 30, 60,
120, .... lati.

168 Qual’ & l’amplezza. di un a.ngolo di un . pohgono regola:e 3
/dl n latl? Fare n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, .....

169. In un esagono regolare un lato & parallelo ad un altro
la.to convemente Lo stesso accade in ogm pohgono regolare d1 un
-numero pari di lati.

~ 170. Congiungendo il centro di un poligono regolare di n lati
coi vertici, si decompone il poligono in n» triangoli isosceli uguali.
Considerare i casi particolari n = 3, 4, 5, 6, ..... ' '

171. 1 segmenti che congiungono i puntl medi dei lati di un
triangolo equilatero dividono questo in quattro triangoli equlla.terl
aguali. (S tenga conto dell’ Es. 110). -

172. I segmenti che congiungono i punti medi delle copple di
lati opposti- di un quadrato, d1v1dono questo in qua,tgtro qua.dratl"
uguali. "

173. Aggmngendo alla figura precedente i segmenm che con-
giungono i punti medi dei lati consecutivi del quadrato, si decom-
pone questo in 8 triangoli rettangoli isoscoli uguali fra loro. Il
quadrato contornato dai qua,ttxo segmenti aggiunti & costituito
ds 4 di tali triangoli. ‘

174. Se dai vertici di un guadrato si tirano le parallele a.lle
‘ ,dia,gonall, si viene a costruire un altro qua,drato, che contiene il dato.
Sopprimendo questo, restano quattro triangoli rettangoli isosceli, coi
qua,h si pud ricomporre un quadrato uguale al dato. '

175. I segmenti che uniscono i punti medi dei lati successivi
di un esagono regolare contornano un altro esagono regolare.

176. In un poligono regolare il centro del poligono é non sol-
anto centro del cerchio circoscritto, ma anche del cerchio inscritto. . .
¢8i tenga conto dell’ Ks. 170).
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177. Congiungendo il centro di un esagono regolare con tre |
vertici non consecutivi si decompone I'esagono in tre rombi uguaki. -
178. L’esagono regolare & il sol poligono regolare, che vien de-
composto dai segmenti che congiungono il centro coi vartici, in sei

- triangoli uguali, che sono non soltanto isosceli [Bs. 170], ma equi- -
- lateri. o o

179. Costruire un quadrato datane Ia, diagonale [Hs. 161].
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CAPITOLO SESTO
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"Equivalenz'a delle superficie piane.

Concetto di superficie equivalenti.

- 103. Siano 4,B due pezzi di lamiera omogenea, di
forma diversa e di uguale spessore. Sei due pezzi hanno
‘ Jo stesso peso, si dice che le superficie | o
, 4,B hanno uguale estensione. Se in-
vece il peso di A & maggiore del peso
di B, si dice che I’estensione di 4 &
maggiore dell’estensione di B e che
questa & minore di quella.

Un altro esempio: C,D son due
superficie piane, ciascuna delle quali |
¢ costituita da 14 quadratini-uguali ad un medesimo qua-
B : dratino Q. In C i 14 quadra-

tini sono aggruppati in un mo-
do; in D in un altro, sicche le
due superficie hanno forma @i-
verss, ma uguale estensione.
- Due superficie piane si di~
cono equivalenti quando han-
. no uguale estensione.
... = 104. Nell’ultimo esempio
| : . | considerato le superficie C,D -
sono somme di 14 quadratini uguali a @. |
In generale si chiama somma di due superficie 4,5,
che abbiano al pit comuni parti dei contorni, ma nom

7 .: :,'/ '.{;, 2
,ﬁ/f A A
'% A




- Cosl p. es. nel parallelogrammo

— 58 —

; punti interni, la superficie ¢ ri- -
{4 sultante dall’ insieme delle 4,B. °
Si dice pure che ciascuna delle
4A,B & differenza dell’altra da C.
105. Sono intuitive le pro-

prietd seguenti: |
, 1) Superficie equwalenm wd
una terza s0M0 equivalentt tra loro.

2) Due superficie uguali sono equivalenti.

3) Somme o differenze d@ superficie equivalenti sono
-equivalenti.

4) Due superficie qualungue o sono equz’mlenii op-
.pure una ha estensione maggiore dell’estensione dell’alira.

Parallelogrammi e triangoli equivalenti.

- 106. Fissato un lato di un parallelogrammo come
:ba,se, si dice altezza relativa a quella base la distanza
delle rette parallele che conten-
gono il lato fissato e I’opposto. D __F C

- ABCD, preso AB come base, /

il segmento HF & l'altezza. 4 . B

| Un parallelogrammo é equi- |

valente ad wn rettangolo avente base ed aliezza uguali @

quelle del parallelogrammeo. | |

Per provare che il parallelogrammo ABO.D ed il

‘ ,.x‘ettangolo BGEF 8ono equivalenti, cominciamo ad os-

p 7D g Servare che i triangoli ABF,DOE

" i u sono uguali, perché hanno uguali
L ' Jr i tre lati. Invero, AB = D( come

lati opposti di un parallelogrammo ; ;

BF = CF come lati opposti di un )

B € rettangolo ; AF = DE, perché ag-

awmngendo ad AF o a DE il segmento FD, si otfengono i
i segmenti AD,FE uguali a BC e quindi uguali fra loro.

Se ora dal trapezio 4 BOE si toglie il trlangolo DOE,

81 otmene il - pa,ra,llelogra,mmo ABOD; e .se si toglie -
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invece il triangolo ABF, si ottiene il rettangolo BOEF.
Dunque para.llelogra,mmo e rettangolo sono equwalentl,
come differenze di figure uguali ().

107. Quando in un triangolo ABC un lato AB
sl -assume come base, 'aliezza relativa ‘
@ quel lato & la distanza del vertlce
~opposto, ¢ dal lato fissato. |
| Un triangolo equivale alla meta di
un parallelogrammo di base ed altezza o
- uguali o quelle del triangolo. - A4 B

Condotte infatti da C,B le parallele ai 1&’01 AB, AC
el triangolo, si ha il parallelogrammo ABDC, che é il
D doppio del triangolo ABC [§ 72]. E tale
7« parallelogrammo ha la stessa base AB
" ela stessa altezza CH del triangolo.

108. La. distanza fra le basi di un
trapezio [§ 74] i chlama altezza del
A 7 B | trapezio. - -

Un tmpezzo é equivalente ad un trumgolo aveﬂte
aliezza uguale a quella del trapezio e base uguale alla somma
delle basi. - - |
Sul prolungamento della base AB del trapezio si
- riporti il segmento BE = DC. Il segmento D¥ incontra
- BC in un punto F ed i triangoli FOD, FBE sono uguah
perche hanno ugualiilati CD,
BE e gli angoli ugualmente
segnati. Ora, se dal penta-
gono concavo AEFCD sito-
glie il triangolo FOD si ot- 4
tiene il triangolo ADE ; se
invece si toglie il triangolo FBE i ottiene il tra-
~ pezio ABCD. Dunque ‘triangolo_ e trapezio sono equi-
valenti come differenze di figure eguali. Il triangolo ha
1a stessa altezza DH del trapezio e base AFE uguale alla
somma delle basi del tra,pezm, perche AE AB 4+ BE
e BE = DC. A ,

(?) Lo scolaro diligente considem i casi in cui F coincide con D o
cade fuori del lato AD. : '

C.

(I
1
i
F A
'
!
t
!
{
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\Teor'ema di Pitagora.

109. Iz quadrato cosiruito sull @potenusa dz un trian-
golo reftangolo é equivalente alla somma dm quadrati ©0-
strutte sut cateti. ‘

Dato un triangolo rettangolo ABC, costmlsca,sx (neI
modo indicato nella fig. 1) il quadrato ADEPF, sul lato AD
uguale alla somma dei cateti AB,AC del triangolo ;
sicché risulta BD = AC. Anche i lati rimanenti del

F oo P quadrato si po-
, | - - tranno decompor-
y Te similmente in
coppie di seg-
menti DG,GF :
R g AP If’O OA
uguali ai catetl del
triangolo. E in con-
seguenza di cio il
0 @2 M - quadrato vien de-
composto mnella
somma di quattro mmn goli- 1,2,3,4 ugnali al dato e in
un quadrangolo 5. Questo quadrangolo non & che il qua,-'
drato eostrulto sull’ ipotenusa OB, giacché ha i lati ugua.h -

N

all’ 1potenusa, e gli angoh rett1 P es. Pangolo CBG &
retto, perche gh angoh ABO DBG son complementa,n |

{essendo DEG = BOA) :

La conclusione ¢ dunque che il quadrato avente
per lato la somma dei cateti del dato triangolo, & equi-
valente alla somma di quattro triangoli uguali al date
o del quadrato dell’ ipotenusa. C

Nella fig. 2 & riprodotto un quadrato LM NP uguale
ad ADEF. Ognuno dei lati del quadrato LMNP &

decomposto in due segmenti uguali ai cateti del trian-

golo dato; ma i punti di divisione Q,R,S,T son con- |
giunti in modo diverso che nella fig. 1. La fig. 2 mostra
che il quadra,to avente per lato Ia. somma, del cateti del
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dato triangolo ¢ anche eqmvalente a,ﬂa. somma di quattro
i:rxangoh 1,2,3, 4 uguah al dato e dei due quadrati 6 e 7
‘ avenm lati uguali ai cateti del trlangolo dato.’

. Confrontando le due decomposizioni dei quadrati
- uguali ADEF,L MNP, si conclude che il quadrato 5
della fig. 1 & equivalente alla somma dei qua,dra.tl 6e7
- della ﬁg . Resta cosl stabilito il teorema di Pitagora. R

ESERCIZI

180. Due triangoli aventi la stessa base e i vertiol opposti sopra .
wana parallela alla basé sono equivalenti. (Infatti essi hanno basi ed
eltezze uguali, epperd [§ 107] sono equivalenti)

181, Una medla.na. divide un triangolo in. due trlangoh equl-'
vaientx - S
182. Le dlagona.h dividone un pa,rallelogrammo 1n quattro
*trmngoh equivalenti. .
_ 183. I segmenti che congmngono i puntl medi dei lati di un
triangolo .decompongono il triangolo.in quattro trlangoh equivalenti.
{Si tenga conto dell’ Es. 110).

184. Lo parallele alle diagonali di wn para.llelogrammo con-

dotte dai vertici, determinano un parallelogrammo doppio del dato.
' 185. Le parallele ‘ai lati di un triangolo condotte dai vertici
determinano. un triangolo quadruplo del dato (ved. I’ Es. 183)."
oL 186, ’I‘rasforma.re un pentagono in un quadrangolo equivalente.
{Sia ABOUDE il dato penta.gono, di cui lo scolaro farad la figura. Con-
| gnmga,sl A con C e da B si tiri la pa,ra,llela, ad A0, la quale incontri
in 7 il prolungamento di DC. Il quadrangolo AEDF soddlsfa. al
problema. Si tenga conto dell’Es. 180). . -
- 187. Allo stesso modo si pud trasformare un poligono di un

certo, numero di vertici in un, pohgono equlvalente con un vertlce
" di meno. : : :
188, Trasformare ur poligono in un triangolo equivalento.
, 189. Trasformare un triangolo in uno equivalente di data

.:a.ltvezza, k. (Sia ABC il dato triangolo, di cui lo scolaro fard la figura,

e sia MN la retta parallela ad AB, distante da AB dell’altezza k

e situata dalla stessa parte del trla,ngolo Dicasi .D 1’ intersezione
di A0 con MN e si conoumga D con B. Si tiri infine la parallela

da O a DB e sia J il punto ov’essa incontra il lato 4B. 1l tI‘l&'lO'OIG

richmatc & AED. Si tenga conto dell’ Es. 180). -

-
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190. Condotte da un punto di una dlagonale di un pa,ra,llelo-«
grammo le parallele ai lati, i.due pa.rallelogramm1 risultanti, situati
da parti opposte della diagonale, sono equivalenti. (Si tenga conto
che un parallelogrammo é d1v1so da una diagonale in due triangoli
uguali). .

191. I1 quadrato costruito sul segmento somma di due dai
segmenti si decompone nella somma dei quadrati dei due segmenti
e in due rettangoli uguali, aventi per lati consecutivi i due segmenti.

192. Il quadrato costruito sulla differenza di due segmenti &
equivalente alla somma dei loro quadrati, diminuita del doppio di
un rettangolo avente per lati consecutivi i due segmenti.

193. Costruire un quadrato equivalente alla somma o alla dif-
ferenza di due altri. (Si tenga conto del teor. di Pitagora).

194. 11 parallelogra.mmo ottenuto congiungendo i punti medi
~ dei lati successivi di un quadrangolo equzvale alla- metd di questo.
[Vedi I’ Es. 110].

195. Costruire un rombo equivalente a un dato parallelograromo
ad avente un lato uguale ad un lato di questo. ~

196. Trasformare un triangolo in uno isoscele eqmva,lente di

data base o di data altezza. :
197. Costruire un quadrato che sia somma di pit altri qua-

drati. (Applicazione replicata del teorema di Pitagora).

198. In particolare, se i quadrati di cui si fa la somma sonc
uguali, si ha il quadrato doppio, il triplo, .... di un dato quadrato.

199. Il lato di un quadrato equivalente alla meta di un altro
~ & uguale alla mota della diagonale di questo. ”

200. Le mediane dividono un triangolo in sei triangoli equiva-
lenti. (S1 cominci coll’osservare che in virtt dell’ Es. 180 sono equi-
valenti due triangoli aventi un lato comune col dato e per vertici -
opposti i punti medii degli altri due).

201. Un triangolo rettangolo ha i cateti di ecm 7 e em 15. Cal-
colare la lunghezza dell’ipotenusa.

202. Esiste un triangolo rettangolo i cui cateti son misurati
(p. es. in centimetri} dai numeri 3 e 4 e la cui ipotenusa & misurata
dal numero 5. Perché ?

203. Un triangolo rettangolo ha I’ipotenusa ‘di cm 21 e un
cateto di cm 8. Qual’ & la lunghezza dell’altro cateto ? ‘

204. Un rombo ha le dlagonall di cmb5 e em7. Qual’ o la lun-
ghezza del suo lato.

205. A quale altezza arriva una scala di m 5 addossata ad un
muro e poggiata sul suolo ad una distanza di m 2,2 dal muro ?

206. In un cerchio di ecm4 di raggio si ha una corda di
om 6,5. Qual’ & la distanza della corda dal centro ?

207. Qual’ & P’altezza di un triangolo isoscele la cui base & di
m 16 e il lato di m20? ' o
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_ - 208. Calcolare la Iunghezza della dla.gonale d1 un quadra,ww

. il cui lato & di cm 8,6. ‘

, 209. Caleolare la lunghezza dal lato di v un quadrato la cui dig- -
gonale & di cm12.

210. Qual’ & l’a.lte:rza di un trla.ngolo equllatero il cui lato &
m22?

211. Congiunto un punto interno di un para.llelogrammo, coi-
vertici, due non adiacenti dei quattro triangoli in cui si decompone
il parallelogrammo, ddnno una somma equivalente alla sommsa.
~degli altri due. (Per dimostrarlo, si conducano pel punto le parallele~
ai lati). : :



CAPTIOLLO SETTIMC

P

Figure simili. .

f Segmenti proporzionali.

110. Chiamasi rapporto di due segmenti il quoto
delle loro misure [§ 19]. Il rapporto dei segmenti
| AB,CD (considerati in quest’or-

A , ‘B dine) &' indica con AB:0D.
C— - D - Pud darsi che non sia possibile -

| : avere misure esatte dei segmenti 4B,CD. -
In tal caso si potrd sempre scegliere come unitd di misura un’unitd
decimale del metro tanto piccola che ogni unitd decimale minore
sia trascurabile per gli scopi pratici che si vogliono ottenere. Allora .
_del rapporto AB:CD si potranno avers soltanto valori appros-
simati & meno dun decimo, d’un centesimo, d'un millesimo, ecc.
per difetto e per eccesso. Un valore approssimato per difetto del °
rapporto & il quoto d’una misura approssimata per difetto di AB
per uns misura approssimata per eccesso. di CD; ed un valore
.approssimato per eccesso del rapporto é il quoto d'una misura

approssimata per eccesso di AB per una misura approssimata per
difetto di CD.

111. Si dice -che qua.ttro segmenti AB G’D EF GH
’ formano una proporzzone 4 BE F
nell’ordine in cui sono —
seritti, quando il rapporto 3 & H |
dei primi-due & uguale al '

rapporto degli wltimi due, ciod quando

AB:CD = EF : GH (V).

(*) Si legge « AB sta a CD come EF sta a GH ».
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- P.es., nel caso della figura, AB = 3/3 CD e quindi
il rapporto fra le misure di 4B e di 0D & uguale a %/ ;
 ossia AB: 0D = 3/y. Similmente EF = 3/z GH eppers:
EF : GH = %y . Ha dunque luogo la proporzione sopra
seritta. | | o o |
Se dei rapporti AB:CD ed EF :GH non si hanno che valori .

- approssimati, i due rapporti saranno uguali quando ogni valore
_ approssimato per difetto dell’'uno & un valore approssimato per di-

 fetto dell’altro ed ogni valore approssimato per eccesso dell’'uno &
un valore approssimato per eccesso dell’altro. :

112. Siccome una proporzione fra segmenti si ri-
duce ad una proporzione fra le loro misure, cioé ad
" una proporzione fra numeri, valgono per le proporzioni
fra segmenti tutte le proprieta che nell’aritmetica si
gono viste per le proporzioni fra numeri (*). E si adottano
pure denominazioni analoghe. | |

Cosi il primo e il terzo segmento della proporzione
“diconsi antecedenti; il secondo e il quarto conseguenti.
11 primo e il quarto diconsi estremi ; il secondo e il terzo
diconsi meds. | | o .

In una proporzione fra. quaitro segmenti si posson
scambiare fra loro © medi o gli estremi, o gli antecedenti
" ¢oi consequenti, senza che la_ proporzione cessi di valere. .

Teorema " di Talete.

113. Una parallela ad wn lato di un iriamgolo deter-
. mina sugli altri due lati segmenti proporzionali.

| Sia ABC il dato triangolo e DE =~
sia parallela al lato AB. Dico che

¢D:D4 = CE: EB.

Ragioniamo nel caso pit semplice
in cui esiste un segmento summultiplo
comune di D e di DA. Esista p. es.

7 (*) Ved. le Nozion: di aritmetica di SEVERI e MABUALO}II,_ Oapi?
- ol VII, TIX. - ‘ '
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an seglnento conffenuto esattamente 4 vomé in €D e
3 volte in DA. Allora la misura di 0D sarh 4 volte 1a
misura di quel segmento e la misura di DA sara 3 volte

la misura di quel segmento. Onde CD: DA = 4;. Tirate
pei punti di divisione le. parallele al lato AB, quests
parallele dividono CE ed EB in altrettanti segmenti
uguali: ciocd OF in 4 ed EB in 3 segmenti uguali [§ 87].
Percid CE: EB =15 . Dunque risulta (D : DA = O’E EB,

- come afferma l’enunciato del teorema.

La proporzione sussiste anche se i rapporti €D : DA,
OF : EB - non posson misurarsi esattamente. Perd la
dimostrazione, che omettiamo, & piu difficile. HEssa
congiste nel confrontare i valori approssimati dei due
rapporti. S
- COROLLARIO. Sussiste pure la proporzione :

OA:GDzOB:OE.

- Infatti, riferendoci al caso semplice sopra conside-
rato, 8i vede che (4 = CD -+ DA contiene 7/, di €D,
epperd CA: (D ="/,. E similmente OB: OF =7/, .

| OsSERVAZIONE. La proporzione C4 : CD = CB: CF si pud pure
0tmﬂere dalla OD: DA = CE : EB applicando il teorema che in una

proporzione la somma dei primi due termini sta al secondo come
~ la somma degli altri due sta al quarto. :

~ Triangoli simiii.

114. Due tma,ngoh si quno simili quando hanno
la stessa forma, cio® quando i loro angoli son ordinata-
mente uguali.. E chiaro che due tmaﬁgoh szmzl@ ad -un
derzo son simili fra loro. |

In due triangoli simili si chiamano corrispondenti due
angoli uguali e due lati opposti a due angoli uguali. .

In due triangoli simili i lati corrispondenti son pro—
-porzionali. | | -

Sieno ABC,A’B’ (" due triangoli simili, aventi

N\

A A AN ‘
A=A ,B =078, 0={_. Preso sul hto AO’ un punto A’
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talo che (A" = C' A, s tiri da A" 1a para.llela al lato AB, -
la quale mcontm OB in B" Idue =,

angoli 0B, CA”B" sono uguali, » ,‘;.,
come alterno interni rispetto alle |
parallele A B,A” B", tagliate da OA. B /</
D'altronde Iangolo 4 & uguale A B
all’angolo A" s percid i due trian-

goli 0A”B"”, ("A’B’ hanno uguali gli angoli in _A",A’.\
Di pilt essi hanno uguali gli angoli in 0,0 ei lati C

(¢’ A’. Onde, pel secondo €aso di uguaglianza, i due tmn»

- goli risultano uguali.

Ora, pel corollario del teorema. di Ta,lete» suariste
la proporzione | _
| | \GA:OA”=C'B:O'B”;
ma OA” = (A’ , OB" = ('B’, dunque:
| " CA:(0'4 = (0B:CB.

Analogamente si dimostrerebbe che CA: 04 =
= AB: A'B. : -

Percio il rapporto di due lati corrlspondentl &
wsempre lo stesso, qualunque sia la coppia di lati corri- -
spondenti che si considerano. - R

Poligoni simili.
115. Due poligoni &i' dicono simili quando hanno
la sﬁessa forma, cio® quando si posson decomporre i
» ‘un ugual numero di
triangoli simili- e si-
milmente disposii.
Cosi p. es. 1 po-
ligoni ABODEPF,
ABCDEF, qui
vieino dmegnaﬁ son
mnnh perché dalle diagonali per 4 e per 4’ son decom-
~ posti ciascuno in 4 trmnvoh che sono a coppxe szmlh
e similmente disposti.
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Ciod: ACD giace, rispetto ad A, dalla parte
‘opposta del triangolo ABC, e cosi 4’'C'D’ giace rispetto
ad 4’0’ dalla parte opposta di A'B’'(’, e inoltre i ver-
tici 4,4’ e C,(", corrispondenti nei triangoli 4BC,4’'B' ¢’
son corrispondenti anche nei triangoli AC0D,A'C'D’;
ADE giace, rispetto ad AD, dalla parte opposta dei

quadrangolo ABCD, e cosi A’D'E’ giace, rispettoad A'D’,
~ dalla parte opposta del quadrangolo A'B'C’'D’, e moltre

i vertici 4,4’ e D,D’, corrispondenti nei tria,ngoli ACD,
A'C'D’y lo sono pure nei triangoli ADE,A'D'E ; eco.

Le coppie di triangoli simili, in cui vengon decom-

posti i due poligoni, si chiaman coppie di triangoli cor-
rispondenti ; due wvertici dei due poligoni si dicon cor-
rispondent: quando tali sono per due triangoli simili
corrispondenti; due anmgoli dei due poligoni si dicon
corrispondenti quando i loro vertici son corrispondenti,
e due lati si dicon corrispondenti quando congmngono
coppie di vertici corrispondenti.

116. In due poligoni simili gli angoli corrispondentt
sono eguali e i lali corrispondenti sono proporzionali.

1°) Infatti, nei poligoni ABCDEF,A'B'C'D'EF |
gli angoli in 4,4’ sono uguali, perché¢ son somme di

angoli corrispondenti delle quattro coppie di triangoli
simili in cui vengon decomposti i due poligoni; gli

~ angoli Ifi\,lB\' sono uguali, perché sono corrispondenti in

due triangoli simili; gli angoli 6,6\’ sono uguali, percha
son somme di angoli corrispondenti di due coppie di
triangoli 81m1h ; ecc. Dunque ghi angoli eornspondentl
dei due poligoni sono uguali. |
'20) Dimostriamo che i lati corrispondenti sono
proporzionali.
Per la similitudine dei due tnangoh ABC A’B’ 0’

a1 ha:
- AB:A'B’ = BC: BO = AQ: A'C.

Per la similitudine dei due tnanvoh ACD,A’ C’D’

81 ha:
.AO: A'Q0 =CD:0D = AD; A’I)’ ; © cosi proseguendo.

AR ST ST




Onde i rapporti AB: A'B’', BO: B'(’, (D : C'D',....,
~ delle coppie di lati corrispondenti, sono uguali fra loro.

Costruzioni ~varie.

117. ProBLEMA 1°. Costruire il segmento quarto pro-
porzionale dopo tre dati (). | | | |
Dati i segmenti AB,CD,EF, si tracei sul piano un
angolo arbitrario e dal vertice O si riportino suceessi-
vamente sopra un lato i segmenti |
0@ — AB, GH = (0D ; e sull’altro
lato il segmento OK = EF. Con-
giunto ¢ con K, da H si tiri la
parallela a- GK, che incontri il lato
QK in L. Dal teorema di Talete se-
gue: 0Q : GH = OK : KL, cioe
AB:0D = EF : KL. Dunque KL
8 il quarto proporzionale richiesto. -
~ 118. ProBLEMA 2°. Costruire il segmento medto pro-
porzionale fra due daii(®). | o
Dati i segmenti 4B,CD, si riportino successivamente
sopra una retta in EF,F@. Si tracei indi una gemicireon-
 ferenza di diametro EG e 8’in-

A , 8 0

o H ‘tersechi in H questa semicir-

/// I 5 " conferenza colla perpendicolare
TN in ¥ ad F@. Dico che il seg-

L l 3 mento HF ¢ medio proporzio-

E F G nale fra EF,FG (ossia fra
A B ' AB,0D), ciod che sussiste 1a pro-
(—> porzione EF : HF = HF : F@.

‘Eer dimostrarlo, si osservi che i due triangoli
o ' ' ~ ”~
EFH,HFG son simili. Invero, gi angoli HEF,GHF sono

(1) Tn una proporzione fra segmenti, come in una fra, numeri, i}
guarto termine si chiama gquarto proporzionale dopo gli altri tre.

(*) In una proporzione in cui imedisieno uguali, ognuno dei
medi si chiama medio proporzionale fra gli estremi.
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uguali, essendo tutti e due compleme_nta,riﬂ‘ dell'an.
golo EGH, perchd Pangole BHG b retto [§85]; e gli

angoli in F sono pure retti. |

Dunque il terzo. angolo dell'uno dei triangoli con-
‘siderati & uguale al terzo angolo dell’altro e i due trian-
goli sono equiangoli, epperd simili, «

‘Dalla loro similitudine segue [§ 114] che i lati: corri-
spondenti son proporzionali, cioé che EF : HF — HF : F@,
come 8i voleva provare. . |
119. ProBLEMA 3°. Dividere un segmemto in parti

| N proporzionali a pit aliri.

. Sia il segmento OM

H "\ ‘da dividere in parti pro-

= 6.7 N\ porzionali ai segmenti
N \. N\ A4B,CD,EF. Soprauna se-
- \ ' \ - Iniretta ON, condotta per

A B 0G = AB , GH =
g FVD | - = CD , HI = FF.

| Congiunto I con M,
da @,H si tirino le parallele ad IN. Esse tagliano O M,

nel punti P,@ e i tre segmenti OP,PQ,QM sono propor-

zionali ad OG,GH,HI, ciod ai segmenti dati 4B, OD,EPF.

La dimostrazione & analoga a quella indicats, pel teorema

di Talete.

ESERCIZI

212. Le proprieta delle proi)orzioni fra numeri si mutano im -

proprietd delle proporzioni fra segmenti, sostituendo a questi le
loro misure [§ 112]. Si possono cosi dimostrars le proprietd seguenti
fino all’Es. 215 inclusivo.

213. Se in una proporzione @ :b = ¢ : d, fra quattro segmenti,
& a>b, risulta ¢ > d. “ ‘

214. Se in una proporzions @:b = c:d fra segmenti, & ¢ > ey

risulta b > d. (S’invertano i medi).

. :
v

g — Q A O, si riportino i segmenti __

215. Dalla proporzione a:b=-c:d fra 'segménti; componendo

sideduce a + b:b = ¢ + d:d. Se poi

decomponendo si deduce a—b:5 —c—d:d, - ‘

a> b (e quindi ¢ > d, Es. 213}



216. Una retta parallela ad un lato d’un triangolo divide unu.
dei lati restanti in due parti dicm 2,3 e diem 6,8. Quali sono le
misure delle parti in cui & diviso da quella parallela il Ia,to ultemora
che & di em12? .

217. Conservando gli stessi datx dell’ Es. precedente, determ:
nare la lunghezza del lato a cui si & condotta la, parallola (si tonga-
conto del § 114).

' 218. Un triangolo ha due lati 1ungh1 m 12 e m 20. Nel prim-a
lato, a partire dal vertice comune, si & preso un - segmento di m
Quale lunghezza si dovrd prendere sull’altro lato, a partire dal dett0
vertice, perché la congiungente dei due puntx dx dlwsxone sia paral—
lela al terzo lato ? :

- 219. Se pit rapportz fra. segmenti sono uguali fra loro, ciod :
a:a =b:b =c:¢ = .., la somma degli antecedenti sta alla
somma del conseguenti come un antecedente qualunque al suo con-
seguente. {Si riduce alls proprieté" analoga dei rapporti fra numeri). .

220. Un triangolo ha i lati di metri 3,5; 4; 5,2. Quali sono lo
lunghezze dei lati di un trxangolo smule al dato, il cui perxmetro sia
dimb? .

- 221. La bisettrice d'un angolo d’un triangolo divide il lato op-
posto in -parti proporzionali agli .altri due lati. (Sia 4BC il dato
triangolo e BD sia la bisettrice dell’angolo in B. Lo scolaro faccia
la figura e tiri da C' la parallela a BD prolungandola ﬁno ad incon-
trare in X il prolungamento di AB). A ‘
- 222, Un triangolo ha i lati di 9, 7, 12 metri di hmghezza. Tro-
vare le lunghezze dei segmenti in cui i lati sono divisi dalle bisettrici
degli angoli del triangolo.

223. Se due triangoli hanno i latx rlspetmvamente pa.ralleh o
. perpendicolari sono simili. ,
Y 224, Pili rette pa.rallele staccano sopra dus trasversali segmenti

proporzionali. (Questa & la forma generale del teorema di Talete
‘e si dimostra con un ragionamento analogo a quello del § 113, tenutoe
conto del § 87).
_ 225. Due triangoli ABC,A'B'C’ aventi uguali gli a,ngoh in 4,4"
e proporzionali i lati che comprendono questi angoli son simili.
" (Presi su 4B,AC due segmenti AR”,40" rispettivamente uguali ad
A'B',A'C, il triangolo AB"C" & uguale ad A’'B'C". Si tenga conto
del teorema di Talete e dell’ Es. 151).

226. In due poligoni simili i perimetri stanno fra loro come
‘due lati corrispondenti. (Si tenga conto dell’ Es. 219). .

227, In un triangolo rettangolo. Paltezza relativa all’ ipotenusa
& media proporzionale fra i segmenti ch’essa determina sui cateti.
(Si tenga conto dell’Es. 88; rivedere anche il § 118).

228. Calecolare l'altezza di un triangolo rettangolo relativa ai
r ipotenusa, sapendo ch’essa divide quests in due segmentl Itmgln

& 6 centimetri,

i
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229. Calcolare anche le lunghezze del cateti del precedente ?
tna.ngolo ! :

230. Se due corde di un cerchlo si ta,ghano, si pub formare una
proporzione - prendendo come estremi i segmenti in cui una corda
& divisa e come medi i segmentl in cui & divisa 'altra. (Si congiunga £
un estremo di una corda con un estremo dell’ altra, eppoi si congiun-
gano i due estremi rimanenti. I friangoli ottenuti sono simili). |

231. Due secanti di un cerchio condotte da un punto esterno ¢
o le loro parti esterne sono in proporzione inversa. (Il concetto di pro-
porzionalitd inversa & noto dall’arimetica. Se le due secanti incon-
trano la circonferenza nei punti A B e C,D, i triangoli OAO OBD
sono simili). _

232. Condotte da un punto O esterno ad un cerchio una tan-
gente ed una secante, la tangente & media proporzionale fra la se-
cante e la parte esterna. (Se la secanta incontra la circonferenza
in B,C e la tangente la tocca in A, i triangoli OAB,0C0A4 sono simili). -

- 233. Il rapporto delle altezze di due triangoli simili, relative
a lati corrispondenti, & uguale al rapporto di due lati corrispondenti.

234. La proprietd analoga a quella dell’Es. 233 sussiste per
~le bisettrici di due angoli corrispondenti.

235. La proprieta analoga sussiste per le mediane di due lati .
corrispondenti.

, 286. I raggi dei cerchi circoscritti a due triangoli simili stanno
fra loro come due lati corrispondenti.,

237. La proprietd analoga vale pei raggi dei cerchi inscritti.

» 238. Dato un pentagono, costruirne uno simile, essendo asse-
‘gnato il lato corrispondente & un lato fissato del primo. :
~© 239. Dividere un dato segmento in parti proporzionali ai nu-
meri 2 ; 3 ; 0,5. 5
 240. Un triangolo isoscele il cui angolo al vertice abbia 'am-
plezza di 36° & diviso dalla bisettrice d’un angolo alla base in due
triangoli isoseeli, di cui uno & simile al dato.

24:1. Costruire un triangolo, conoscendone gli angoli alla base
e Paltezza. (Si costruisca un triangolo avente quoi due angoli alla
base. Esso & simile al richiesto). : ,

242. Costruire un triangolo conoscendone gli angoli alla base
e la bisettrice del terzo angolo. - |

243. Costruire un triangolo conoscendone gli angoh alla base
- @ la mediana della base.

244. Costruire un triangolo conoscendone gh a,ngoh alla ba.se»

‘e il perimetro. (Questi tre ultimi problemi si risolvono in modo ana-
logo a quello accennato per 1’ Es. 241). ‘

245. Dividere un segmento in un dato ra.pporto (Sopra una
. semiretta uscente da un estremo del segmento si riportino successi-

. vamente a pa,rtlre da quest’estremo due segmenti aventl il dato
xapporto, eppoi si ricordi il § 119).




CAPITOLO OTTAVO
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Mmum dei p@im oni.

Concetto di misura d’'una superficie piana.

~120. Si voglia misurare una superficie piana qua-
lunque A. Se ne riporti il contorno (p. es. mediante un
foglio di carta lucida) sulls carta millimetrata e si con-
tino quanti millimetri quadrati cadono internamente
alla, superficie. 11 conto si potra agevolare
segnando con un puntino I’ interno di
‘ciascuno di quei quadrati, a mano a
mano che si contano. Se troviamo p. es. gasis
67 quadratini tutti interni ad 4, potremo - EASacERReaY
dire che mm? 67 & una misura appros- i
~ simata per difetto della superficie. Per
avere uha misura approsszmata per
eccesso, basta aggiungere 3 67 il numero
dei quadratini che sono in parte interni ;
e in parte esterni alla superficie. ‘

Di ogni superficie piana si puo dungue considerare:
ha, misura rispetto ad una unith di superficie. Quest’umtéa-

in pratica & il metro quadmta o un suo multiplo o sum-
multiplo decimale, come si & visto nell’aritmetica.

Pud darsi che si ottenga cosi una misura esatta
della superficie, oppure che ci si debba contentare di
g misura a,pp*‘oesmlata.. In ogni caso, prendendo-
come unitd il quadrato _(costrulto sopra una parte ali-
quota decimale abbastanza piccola del metro, si rie-
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-scird ad avere misure per difetto e per eccesso talmente
-approssimate, da soddisfare a qualsiasi esigenza " pratica.
La misura di una superficie rispetto ad una fissata
anitd, si chiama pure area della superficie.
B intuitivo che: .
Superficie equivalenti hmmo aree ugual@ 5 € mceversa, |
-due superficie avenit aree uguali sono equivalenti.

Aree di poligoni.

121. AREA DI UN RETTANGOLO. Sia il rettangolo
ABOD, avente la base AB lunga 4 centimetri e 1’al-
“tezza BC lunga 3 centimetri. Segnamo su AB i 4 cen-
D c tlmetn che compongono il

segmento, e su BC i3 cen-
- timetri; e dai punti di di-
visione tiriame le parallele -
ai lati. Si decompone cosi
il rettangolo in tanti cen-.
| timetri quadrati. Quanti
A ' B fono? Siccome in ogni fila
.orizzontale vi sono tanti quadrati quanti centimetri
'vi sono sulla bhase, e le file son tante quanti i centi-
~metri che costituiscon Paltezza, i quadrati ricoprenti
il dato rettangolo sono in numero di 4 X 3 = 12. Pertanto
‘{’area di ABCD é uguale a ecm?12. Si ottiene cosi la

REGOLA. L’area di un reitangolo & il prodoito delle
-misure della base e dell’altezza (1). |

Se si prende come unitdh di misura delle lunohezya;h
il metro, si deve assumere come unitd di misura dells
superficie il metro quadrato. Ma la regola vale ancora.
- Infatti in tal caso:

“base = m 0,04 , altezza = m 0,03, area rettangolo =
— m?0,0012. |

L

() Si sottintende (qui e nelle regole seguenti) che i segmenti
sono misurati con una medesima unitdé di Iunghezza e le superficis

- - . . .. LN
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 Se la ';ba,_se “del rettangolo fosse di 43 millimetri o
Taltezza di 57 millimetri, si decomporrebbe similmente
il rettangolo in 43 X 57 = 2451 millimetri quadrati e
81 avrebbe: . ‘

base = m 0 ,043 , altezza = m 0,057 , area rettangolo
= m?0 002451,

- Insomma, gu:mlu_nque sieno i numeri decimali che
danno le misure della base e dell’a,ltezza, del rettang;ola,
vale sempre la regola enunciata.

Se della base e dell’altezza si conoscono soltanto mii-
sure approssimate espresse in metri e unith decimali di
metro, il prodotto di queste misure fornisce 'area appros-
stmata del retfangolo, espressa in metri quadrati e unita
decimali corrispondenti. E se le misure della ‘base e
dell’altezza son per difetto, tale risulta 1’area approssi-
mata del rettangolo; se invece sono per eccesso, a,nchs
questa risulta per eccesso.

OSSERVAZIONE. Quando bagse ed- altezza del rettan-
.golo sono misurate con unitd diverse, prima di appli--
«care la regola occorre ridurre le misure alla stessa uniti.

Cosi, se la base & di cm 3 e 'altezza di mm 18, si
ridurry tutto ad es. in mm. Si prendera ciod come misura
della base mm 30 e come misura dell’altezza mm 18.
L’area del rettangolo risulta di mm? (30 X 18), cio®
di mm?2 549,

122. Se le misure della base e dell'altezza di un
rettangolo (:riferite ad una stessa unitd di misura delle
lunghezze) s’ indicano rispettivamente con b e con &,
P'area A verrd espressa da & X h. Si avrd cme la formula
dell’area : | |

A =05 X h, che sl scrive ‘p,ure,: A = bh ().

 In ogni caso numerico al posto di b va sostituita
la misura della base, al posto di & la misura dell’altezza

(*) Il segno x si sottintende spesso nella indicazione del pro- -
dotto di due numeri, quando questi son rappresentati da lottere.
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{rispetto alla stessa, unita) e a,l posto d1 A il prodott@ |
delle due misure.
123. AREA DI UN QUADRATO. Siccome un quadrato -

& un rettangolo che ha la base uguale all’altezza, dalle
- tegole precedenti si ricava la 4
REeoLA. L'area di un quadroto & la seconda potenza -
della misura del lato. -
Se ! ¢ la misura del lato del quadrato ed A la sua
&re&, si ha la formula:

4=1

che equivale, come si sa dall’aritmetica, alla formula
1=V 4. | S

Data l'area di un quadrato se ne pud calcolare con
questa formula il lato. Cosi se A = m?20 0005 sara
1=m} 0,0025, ciod I = m0,05.

124. AREA DI UN PARALLELOGRAMMO. Siccome un
parallelogrammo & equivalente ad un rettangolo avente
base ed altezza wuguali a quelle del parallelogrammeo
[§ 106] e due superﬁme eqmva,lentl hanne la stessa
 area, si ottiene la | _
| REGoLA. L'area di un pamllelogmmmo é uguale a@

prodotto delle misure della base ¢ dell’aliezza.
. Vale percido la stessa formula che esprime I’area di
un rettangolo. |

125. ARrA DI UN TRIANGOLO. Siccome un tmangole
& equivalente alla metd di un parallelogrammo avente -
base ed altezza uguali & quelle del triangolo [§ 107], valela
| REGoLA 12 L’area di un triangolo é uguale alla
“meta, del prodotto delle misure della base e dell allezze.

Ora si ricordi dall’aritmetica che tanto fa divi-
dere per 2 il prodotto di due numeri, come dividere
per 2 uno dei fattori e molmphcme il quomente per
Paltro. Percid :

. REGOLA 2. L'area di un triangolo ¢ uguale al pro-
dotto della misura della base per metd della misura del- -
Valtezza ; oppure al prodotto della misura di meta della =
base per la misura dellaltezza. |
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Queste varie forme della regola che di P'area A di un
triangolo, di base b e di altezza h sono espresse dalle

formole :

bk - h b
:-—-2—- ’ Azbu{z—m ,“.A:_—z—_h.

~ 126. AREA DI UN TRAPEZIO. Ricordiamo che un .
trapezio & equivalente ad un triangolo avente altezza
uguale a quella del trapezio e base uguale alla somma
delle basi [§ 108]. Dalla regola che formsce Parea dl un
triangolo si deduce percio la

REcoLA. L'area @i wn irapezio € uguale alla meta del
prodotto delle misure della somma delle basi e dell’ altezza.

Se a,b designano le misure delle basi del trapezio
ed h & la misura dell’altezza, l’a,rea A del trapezio &
espressa dalla formula

_(a+b)h
A = =,

127. AREA DI UN POLIGONO REGOLARE. Sia p. es.
un esagono regolare ABCDEF. Congiunto il centro O
~del poligono [§ 97] coi vertici, il poli- |
gono si decompone in tanti triangoli ~A_ 1 B
ugnali, quanti sono i lati. Questi trian-
goli, essendo uguali, hanno uguali al- F&—~—X——¢
tezze rispetto ai lati opposti al vertice \A/
0. Una qualunque OH di tali altezze EX—D
si chiama apotema del poligono. |
~ ISarea del poligono & la somma delle aree dei trian-
goli uguali che compongono il poligono ; ond’essa ridu-
cesi all’area di uno dei triangoli ripetuta tante volte
.quanti sono i lati. Si ha cosi Ia |

REcoLA 12, L’area di un poligono regolare é uguale
al semiprodotto delle misure di un lalo e dell’apotema,
-moltiplicato pel nuwmero dei lati del poligono.
Se I & la misura del lato del poligono, » il numero

dei lati, o la misura dell’a,potema, l’are& A del poligono
wiene espressa da




. 4

Questa formula secondo le regole dell’a.nbmetma,y
#1 pud anche scrivere :

| 4 U 2) 3 |
o siccome In uguale alla misura p del perimetro, si ha :
| a
A = %_,

donde la

REGOLA 28, IL’area d?, un poligono regolare é uguale

4l semiprodotio delle misure del perimeiro e dell’apotema.

ESERCIZT

246. La base e l'altezza di un rettangolo sono rispéttivamen%f
¢l cm 25 e cm 72. Trovare I'area del rettangolo, esprimendola.
in metri quadrati, in decimetri quadrati e in centimetri quadrati.

247. La baso e Paltezza di un parallelogrammo sono rigpettiva-

mento di m 7,25 & di m 3,48. Trovare I'area.

248. L’area di un rettangolo & di m? 1,53 e I'altezza & di m 0,45.
" Trovare la misura della base.

249. In un rettangolo di m? 0,27 di area, la base 6 16/8 del-
Valtezza. Trovare le misure della base e dell’altezza,

250. In un rettangolo il perimetro & di m 5,24 e la base & tmpla
dell’altezza. Trovare l'area.

251. La diagonale di un quadrato & di m 0,78. Trovare I'area.
del quadrato. .

252. Un terreno, a forma rettangolare, avente le dimensions (2)
di m 52 e m 127, & stato venduto a lire ventimila 1’ettaro. Qual‘
il prezzo totale di vendita ?

© 253. Quanti mattoni occorrono per pavimentare un magazzine

avente le dimensioni di m 9 e m 10,80, se ogni mattone & un rettan-
golo avente le dimensioni di m 0,15 e m 0,30 ? o -

254. La base di un triangolo & di m 4,30 o Paltezza e di dm 72,

Trovare I'area del triangolo espressa in m? in dm? in em?.
255. L'area di un triangolo & di m?* 2, 35 o la base & di cm 59.
Trovare Paltezza espressae in dm.

256. In un triangolo la somma della base o dell’altezzs ha
unsa lunghezza di m 9,40 ] inoltre l’altezza & 1.2/g della base. Trovare
Paroa del triangolo. ‘

(1) Le tuoghezze di due latl consecutivi dli*un rettangolo si chiamano aache le d&«‘

-gemsiont dl queato.

e
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257. Le dlagona.h di un rombo sono dl m2,17 e ch m 1 25,
Trovare Parea del rombo. :

258. Le basi di un trapezio sono di m3,34 ¢ di m 1,96 e I’'al-
tezza & di m 0,52. Trovare I’area del trapezio espressa in m? in dm?,.
in cm?®

259. Trovare l'altezza del triangolo che si ottiene dal trapez1o~
procedente prolungando i lati non paralleh e calcolare I'area di -
questo triangolo.

260. Calcolare la lu.nghezza, della base d1 un tm&ngolo isoscele -
i m 1,22 di altezza, il quale sia equivalente ad un retta,ngolo avente-
le dimensioni di m 0,62 & m 0,37. ‘

~ 261. Trovare la base minore di un trapezio avente l’area di-.
m? 5,25 essendo la base maggiore i 9/5. della minore e Paltezza del-
trapezio essendo di m 1,50. _

262. La quantitd di vernice con cui & stata verniciata una ta-
vola quadrata & tripla della quantitd di vernice occorsa per verni-
ciare due piccoli tavolini di m® 0,60 e di m? 0,85 di area. Qual’ &
il lato della tavola quadrata ? . |

263. L'apotema di un triangolo equilatero & sempre metéa del.
ra,gglo del cerchio circoscritto. (La proprietd si pud dedurre p. es..
dall’ Es. 177). Cid premesso, si caleoli I'area di un triangolo equi-
latero, il cui lato sia di m 2,00

264. Dal teorema premesso all’ Es. precedente si deduce chavw:.

il lato di un triangolo equilatero si ottiene moltiplicando per V'3
il raggio del cerchic circoscritto. Cid premesso, si caleoli I'area di
un triangolo equilatero inscritto in un coerchio di cm 12 di raggie.

265. 11 lato di un esagono regolare & lungo m 2,70. Caleolare -
Parea dell’esa.gono (Si caleoli I'area di uno dei 6 tma.ngoh eqmla,tera»
uguali in cui esagono pud decomporsi).

266. L calcoli relativi a taluni pohgom regolari possono essere -
agevolati dalla seguente tabella : :

triangolo o= 0,288 1= 3,464a 4 == (0,433!3
quadrato @ = 0,500 | 1= 2,000a A == 1,00013
pentagono a=0,688 | 1= 14530 A = 1,7200* |
esagono a = 0,866] l=1,1560 | A == 2,508]®
ottagono a = 1,207 l = 0,829 A = 4,80873
decagono a= 1,580 | I==0,645a A = 17,6941°
dodecagono . | @ = 1,866] [ = 0,536a A == 11,19672

In tale tabella I,a denotano le misure rispottive del lato e del-
I'apotema del poligono regolare considerato e 4 denota 1'area, pren-
dendo come unitd di misura delle superficie il quadrato costruito-
gull’unitd di zmsura. delle lmea. Cosl . p. es. dal lato di un triangolo-
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equilatero si ottiene I'apotema moltiplicando per 0,288; dall’apo-
4oma si ottiene il lato moltiplicando per 3,464 ; e dal quadrato del
lato si ottiene 'area moltiplicando per 0,433. '

' 9247. Mediante la tabella precedente calcolare I'area di un pen-
tagono di m 1,20 di lato. | ‘ R

268. Analogamente per un ottagono di m 0,52 di. lato.

969. Analogamente per un decagono di m 2,25 di lato.

970. Qual’ & approssimativamente il numero di piastrelle esa-
gonali con cui si pud pavimentare una stanza rettangolare avente
le dirnensioni di m 3,20 e di m 4,50, se ogni piastrella ha 5 centimetri
-di lato ? | | o
| 271. Il rapporto delle aree di due triangoli simili (si chiars
.anche rapporto dei due triangoli) & uguale al quadrato del rapporto
di due lati corrispondenti. (Per dimostrarlo, si tenga conto che in
" due triangoli simili le altezze stanno fra loro coms due lati corri-
-spondenti). ' .

272. T1 rapporto delle .aree di due poligoni simili (si chiama
.anche rapporto dei due poligoni) & uguale al quadrato del rapporte
di due lati corrispondenti. (Basta decomporre i due poligoni in
.coppie di triangoli simili, mediante lo diagonali uscenti da due ver-
tici corrispondenti, e temer conto dell’ Es. 219). o s

273. Tn un certo triangolo rettangolo un cateto & i 3/5 dell’altro.
Qual’ & il rapporto fra i due triangoli rettangoli in cui il dato viene
.decomposto dall’altezza rolativa all’ ipotenusa ? (Si ricordi che tali
-triangoli sono simili fra loro e al dato). o _

974. Trovare il lato di un esagono regolare che sia equivalente
" alla metd di un esagono regolare il cui lato & m 2.

275. Se a:b = c:d & una proporzione fra quattro segmenti,
il rettangolo che ha per dimensioni gli estremi & equivalente al ret-
tangolo che ha per dimensioni i medi. (Basta passaro ad una propor-
zione fra numeri prendendo le misure dei segmenti ; ricordare c¢hs
in una proporzione fra numeri il prodotto degli estremi & uguale
al prodotto del medii e tener conto infine del § 121).




CAPITOLO NONO

B

Misure della cifconfere‘nza e -del', cerchio.

Lunghezza d’una circonferenza.

128. Due linee si posson concepire come due fili e
se ne possono percid confrontare le lunghezze, imagi-
nando di tenderle. S’esse danno segmenti uguali, avranno
ugual lunghezze; so danno segmenti disuguali, la linea
che si distende sul segmento maggiore, a,vré, maggzore
lunghezza rispetto. all’altra. , »

Si pud per es. ottenere la lunghezza della circon-
ferenza di un disco circolare, avvolgendo attorne, al
disco un filo e misurando poi la lunghezza di quella
parte del filo che circonda una sola volta la circonferenza.

1 intuitivo che quando il diametro d’una circonfe-
renza si raddoppia o si triplica o si moltiplica per un
numero qualunque, la lunghezza della circonferenza ri-
sulta raddoppiata, triplicata o moltiplicata per quel
numero. Si pud dunque dire che: |
Il rapporto fra la lunghezza di una circonferenza e il
diametro & sempre lo stesso qualunque sia la circonferenza.

Questo rapporto fisso fra una circonferenza ¢ il ri-.
spettivo diametro g’ indica colla lettera greca = (che si
legge «p greco »). .,

- 11 modo di caleolare le successive cifre d1 7 non
pud indicarsi in un libro elementare. Per le a.ppheazmm |
pratiche meno raffinate basta conoscere w con due cifre
'deolma,h Si ha precisamente : — : |

© = 3,14.



Per applicazibni pitt fini occorrono valori pitl ap- |
prossimati di =. P. es. un valore di = a,pprossmlato per
dlfetto, con dieci cifre decimali, &

n = 3,1415926535.

Conosciuto il numero =, siccome il rapporto fra la
circonferenza e il diametro ¢ uguale al quoto delle 101'0‘

migure {110], si ha la
REGOLA 13.° La misura della circonferenza é uguale

- al prodotto della misura del diametro pel numero fisso . :
129. Denotando con d la misura del diametro,
con ¢ la misura della circonferenza si ha dunque

¢ = =d. |
Se r @ la misura del raggio sari d = 2r e quindi
| 6 = 2nr, | | o
ciod : \ - | \
REGOLA 28 La misura della circonferenza & il doppio
prodotio della misura del raggio pel numero .
130. Se ¢ data la misura ¢ della circonferenza, la

- migura del ra.gglo viene uO'ua,Ie al quoto di ¢ per 2=,

ciod :
REGOLA. La misura del raggio si otttene dividendo

per 2w la misura della circonferenza.

Lunghezza d’un arco.

131. Un arco di circonferenza si puod misurare in
gradi, primi, secondi collo stesso numero che misura,
Pangolo al centro sctteso. La misura di un arco in gra,dz,
primi, secondi si chiama empiezza dell’ arco.

Se si conoscono I'ampiezza ed il raggio di un arco,
81 puo facilmente determinare la lunghezza di questo.
Facciamo un esempio. . ’
_, PROBLEMA. Determinare la misura della lufnghezza ds
~un arco di ampiezea 21°32'15", appartenente ad una cir-
aconferenza i mm3d di mggzo.
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L’ intera crreonferenza, ha l’a,mpzezza, d1 3600 ; perc:té
la misura della lunghezza di un arco di 1° & la 360-esima

- parte della misura della ecirconferenza () e la misura

della Iunghezza di un arco di 21° 32’ 15" & data dal
prodotto della misura della lunghezza di un arco di 1o,
pel numero 21° 32’ 15", che esptime I’ ampiezza del-
- Parco dato. Si ha riassumendo : misura circonferenza —
27 X mm 34 ; misura della lunghezza di un arco di 1° =
ZT stzm 34 5 s misura I della lunghezza dell’arco dato =
— 27 X mm 34
360
Si pud anche scrivere :

2Tc f "' -

X (210 32’ 15”).

ﬁ»siceames n _ w si 'ttin 1a
SUUTC 360 T 1sp B otene fa

REGOLA. La misura della lunghezza di un arco &

uguale al prodotto del numero ﬁsso per la misura del

180
raggio e per l’ampwzza dell’ airco.

11 numero —— 180 » & Imeno di un millesimo per dlfetta, ‘
- ¢ dato da:

[

1-8—6 = 0,017
- eameno diun centlmﬂlesmo per difetto da 1'8-5 == 0 ,01 745y
Per eondurre in fondo il ealeolo della lunghezza del-
K1Y

’arco dato prenderemo il valore 0 017 di - 180"

| Sl. trova. :
0,017 X mm34 = mm0,578; I =mm0,578 X
X-(21°32'15")= mm 0,578 X 21,5375 = mm 12,448;.

Mk intuitivo che in una circonferenza angoli al centro uguah

- gottendono archi uguali, cosicchd sulla data clrconferenza tuttl glé 7

angoli al centro di 1° sottendono archi ueunali.
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‘Area d’un cerchio.

132. Immaginiamo di divider la circonferenza di un
cerchio in un gra,ndlssm:m numero di parti uaguali. I punti
di divisione son vertici d’un poligono regolare, il cui
contorno & vicinissimo alla circonferenza e ne differisce”

tanto meno quanto pilt cresce il numero delle parti

uguali in cui si ¢ divisa la circonferenza. Nello stesso
_ tempo la superficie di quel poligono differisce sempre

meno dalla superficie del cerchio e l'apotema del poli-

gono si avvicina sempre di pit al raggio del cerchio.
Ora la superficie del poligono & misurata dal semi--
prodotto. delle misure del perimetro e dell'apotema ;
- onde la superficie del cerchio sard misurata dal semipro-
dotto, delle misure della clrconferenza e del raggio. Si
ha cosi la :
RuGoOLA 1.8 I’ area & un cerchw é 1l semzprodotto
delle misure della circonferenza e del raggio. |
| Indicata con ¢ la misura della circonferenza e .con
v la misura del raggio la formula che di larea A del
cerchio & o

Rworda,ndo che ¢ = 2m~, rlsulta or = 2mr.r = 21:1"
e guindi |

che si esprime colla

REGOLA 2% L’area d*un cerchio & il prodotto del N~
~mero = per la seconda potenza della. misura del raggio.

Da,lla, formula 4 = mresideduce r? = —é»« ed estraendo

la radice quadrata dai due membri

onde la |

REGOLA. Lo misura del raggio di um cerchw ¢ la
. radice quadrata del quoto dell’area per . ~




Ar.ea' d’un settore circolare.

133 Un settore circolare AOB & la parte comune
& un dato cerchio e ad un suo angolo al centro;
| Un settore circolare il cui angolo al centro sia di
10 & la 360-esima parte dell’ intero cerchio (). Ora, sic-
come l’area del cerchio & il semiprodotto
- delle misure della circonferenza e del
raggio, 1’area del settore di 1° sard il
‘semiprodotto della 360-esima parte della
circonferenza e della misura del raggio;
ciod 11 semiprodotto della misura del- |
I’arco di 1° per la misura del raggio. Da cid segue la
REGOLA: L’area di un settore circolare é uguale al
semiprodotto delle misure dellarco del scttore e del raggio.

ESERCIZI '

276. Trovare la lunghezza. di una . clrconferanza. il cui ragglo
é cm 17. ' '
J 277. Trovare il raggio di una clrconferenza dl m 2,50 di hun-
: ghezza. : \ .
278. Trovare Pal:ea. di un cerchlo il cul raggio & m0,23
279. Trovare il raggio di un cerchio la cui arsa & m*1,35.
280. Un’auto ha ls ruote di 50 centimetri di diametro e viaggia

- co]la. velocitd di km.76 all’'ora. Quanti giri ha fatto ogm ruota dopo o

1 ora e 20 minuti di v1agglo?

981. Un orologio ha le lancette dei minuti e delle ore delle lun-
ghezze rispettive di mm 26,3 ¢ di mm 18. Quali lunghezze percor-
rono- in un giorno gli estremi delle duo. lancette?

282. Diviso il diametro di una circonferenza in un numero qua-
lunque di parti, anehe disuguali, la somma delle lunghezze delle
circonferenze che hanno per diametri le singole parti é uguale alla
lungbhezza della circonferonza data. '

* 983. Qual’ & il raggio del meridiano terrestre, ge il metro & la

. . quarantamilionesima -parte della lunghezza del meridiano 1

284. Qual’ & il raggio di una circonferenza sulla quale un arco
di I’ ha la lunghezza di 1 millimetro ? ‘

(*) E intuitivo che in un cerchio angoli al centro ﬁguali coms
prendano “settori uguali. ‘
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285. Trovare I'area di un cerchio la cui circonferenza sia lunga
m 3,72, - T
286. Chiamasi corona circolare la superficie racchiuss fra due
circonferenze concentriche di raggi diversi. Dati i raggi delle due
circonferenze, trovare I'area della corona circolars. |
287. Una corona circolare ha l'area di m?1,37 e il raggio mag-
giore della corona & di m 0,62. Trovare il raggio minore. |
288. Trovare I'area dell’ssagono regolare inscritto in un corchia
" avente area di m?2,15. . : |
289. Trovare la differenza fra le aree del quadrato inscritte e
del quadrato circoscritto ad un cerchio avente I'ares di m?0,56.
290. Trovare la lunghezza di un arco di 68° in una circonforenza
di m 0,30 di raggio. ‘ , o

~ 291. Un arco di 42° & lungo m 0,75. Qual’ il raggio della cie-
eonferenza & cui quell’arco appartiene ? ‘ _

292. Calcolare I'area di un settors circolare il cui raggio & di
m 0,70 e il cui arco ¢ di m 0,25. : s |
| 293. Galeolare I'area di un settore circolare il cui angolo al
centro & di 28° od il oui arco sotteso & di m 0,34. ; .

. 294. Segmento di cerchio & la parte di cerchio racchiusa fra
un arco della circonferenza e la corda che ne unisce gli estromi. Ogni
corda divide il cerchio in due segmenti. Trovare le aree di ‘questi
due segmenti in un cerchio il cui raggio sia di m 0,18, sapendo che
~uno dei due segmenti & i 2/3 dell’altro. | ‘ :

295. In un cerchio di m 0,63 di raggio si consideri un .arco di
m 0,27 di lunghezza. Si determinino le aree dei due segmenti in
eui il cerchic & diviso dalla corda che congiunge gli estremi di tale
arco. (Si tenga conto che il segmento minore, insieme ad un conve-
" niente triangolo, d& un settore circolare). o o

- 206. In un cerchio di m 1,24 di raggio si ha un settore circolare,
il cui angolo al centro & di 32°. Dividere il settore in due parti equi-
- valenti mediante un arco concentrico. Qual’é il raggio di que-
st’arco ? ' \

297. Quali sono i raggi di due cerchi concentrici con un cerchic
di m 0,98 di diametro, se quei cerchi devono dividere il cerchio dato

in tre parti equivalenti ? | .

, 298. Dato un cerchio di m 0,32 di ragglo, trovare il raggio di
- an cerchio pitt piceolo, concentrico col dato, tale che la corona cir-
colare compresa fra i due cerchi sia media proporzionale fra, questi.

299. Qual’# il raggio di un cerchio triplo di un cerchio di raggio
m 1,26 7 _ ,

300. Calcolare I'area della superficie racchiuse fre tre cerchi
uguali a due & due tangenti, di raggio m0,43. (i uguale all’ares
del triangolo equilatero, ‘che ha per vertici i centri, diminuita della
somma di tre certi- settori ecircolari, uguali fra loro).



CAPITOLO DECIMO

Rette e piani nello spazio.

Posizioni reciproche di due rette e di una retta
e di un piano.

| 134. Finora ci siamo occupati della geometria
piana, che tratta delle figure contenute in un piano. Ora
- dobbiamo occuparci della geometria sohda, ciod dello
studio delle figure dello spazio. o
- Per brevitd, nel seguito useremo spesso le lettere
latine minuscole a, b, ¢,.... per indicare le rette ; le let-
tere latine maiuscole 4, B, 0,.... per indicare i punt1 ; le
lettere greche mmuscole &, B, Yy-.. per indicare i piani.
135. Due rette a,b dello spazio possono trovarsi
‘ nelle seguenti reciproche posizioni :

| >f/ 1) Le rette a,b hanno un punto
s ™~/ comune P. Si dice allora ch’esse sono
| incidenti. In tal caso esse gla.cclono in

un piano, ben determinato. |
2) Le rette a,b son equidistanti. Allora esse sono

parellele o giacciono in un piano ben . —_—
‘determinato. | | // .«
| 3) Le rette a,b non giacciono in ‘, _ /
- un medesimo piano e quindi non hanno "’
" un punto comune né sono parallele. Si chlamano in tal
‘caso due rette sghembe. In una stanza uno spigolo ver-

ticale comune a due pareti ed uno spigolo orizzontale
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del pa.v1mento, che non a,ppartenga, & que]le pareti,
sono due rette sghembe. :
186. Una retta a ed un piano «

) 2 [/ possono trovarsi nelle seguenti reci-
| proche posizioni : , ,‘

1) La retta @ giace su 2

2) La Tetta a ha in comune con « un solo punto P,
che si chiama punio d’inconire o d’in-
tersezione di ¢ con a.

Le rette tracciate su « sono al- ‘ -
lora incidenti ad a in P, come la retta // \é -
b della ﬁgura, oppure sono sghembe Né
a con g, come la ~ / .
, _ retta ¢. ' .
/ : | 3) La retta a & parallela a .
’5, ' - 6/  qualche retta b tracciata sul piano .
- Allora @¢ non ha nessun punto co-
mune con « e si chiama parallela a questo piano.

v
.

a2

Retta e piano perperdicolari,

137. Sia ABC un angolo retto in B. Tenuto fisso il
lato AB, si faccia ruotare BC. Questo lato descrive allora
un piano «, che dicesi perpendicolare alla retta indefinita
~AB nel punto B. Si ha ciod la seguente deﬁmzmne
- Un piano ed unaretta, che 8'in- -
eontrino in un punio, sono perpen- A
dicolari quando la retta é perpendi-
colare ad ogni retia gwcmte sul piano \'
e passante pel pumnto. / //.\

Si potrebbe dimostrare che basta /
che la reita sia perpendicolare a due
sole reite tracciate sul piano, perché
essa sta perpendicolare al piamo. \
- 138, Da un punto P esterno ad un piano « si pud

~ condurre una sola perpendicolare al piano. La distanza

da P al punto ove questa perpendicolare mcontra il
piano, chiamasi distanza del pumto dal piano.
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Posiziom reciproche di due plani

139. Due piani ac,ﬁ possono trovarsi nelle seguent}a

reciproche posizioni : - .

‘ 1) I due piani «,8 hanno -
in comune i punti di una retta

r, che si chiama retta & inter- \° -
sezione dei due piani. I due piani  \

~ diconsi Zncidenti. | | R
o 2) Ogni punto di cia- |

scuno dei due piani ha la stess2
distanza dell’altro, 0106 1 due pianl sono
equidistanti. In tal caso essi non hanne
- —/ nessun punto comune e sl chlamano paral- |
— - leli.

- 140. Quando due p1a111 son paralleh ogm.;,
retta dell’uno o pa.rauela all’altro [Es. 307].
Due piani paralleli son segati da un medesimo

piano in rette parallele [Es. 308]: |

| Tutti i piani perpendicolari ad una retta, 8010 pa;-w |
ralleli fra loro [Es. 310]. |

Angoli_ diedri. Piani perpendicolari. |

) 141, Due piani «,8 incidenti se-
condo una retta r dividono lo spazio in
quattro parts (fig. 1), ciascuna delle quali
‘chiamasi un angolo diedro o semphce-
mente diedro. |
11 contorno di ciascuna di queqte«
- parti & costituito da due semipiani (fig. 2),
che hanno per comune origine la retta r.
Quei semipiani si chiamaho le facce del
‘diedro. La retta comune alle facce chia-
" magsi costola o sngqlo del diedro. Po- Bt
Dn diedro 8’ indica con gquattro let- 4 ﬁ\a »
- tere, come AB/(\)'D;. due delle quali deno- Fe2 -
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4ano punti dello spigolo e le due ulteriori indicano un
- punto su ciascuna faceia. Sopra. le due dello spigolo, che ;
«8i serivono in mezzo, 8i pone il segno ~ di angolo.

142 Un diedro ABO’D che ab-

bia le due facce sullo stesso piano,
" da parti opposte della costola, si ehla.- ‘

ma un diedro piatto.

| 143 Due diedri (come due figure qualunque) si di-
-eono uguali quando sono sovrapponibili. | |
144, Se un pla.no « divide in due parti uguali um

~diedro pmtto AB(’D ciascuna della due parti chiamasi un
-dietro retto ¢il piano « dicesi perpendicolare al piano ABD.
Dunque wn diedro retto | 1
é la meta di un diedro piaitto / |
¢ due pilani si dicono perpen- A
dicolari quando 8’incontrano = .~ |
-@ formano attorno alla retta / | | /
.eomune quattro diedri retti. Bl
- Se due piani son perpen-
dicolari, ogni perpendicolare

~eondotta ad uno di esst da un punta dell’altro giace su
-questo [Es. 317], |

145. Per misurare un dledro ABOD 8i prende sulla‘ |
«costela un punto qualunque P e si conducono le dus
semirette m, n situate sulle facce del

diedro e perpendicolari alla costola.

/ \ ‘Queste due semirette sono-lati d'un
/\\

angolo che dicesi rettilineo del diedro.

\ punto P’ della costola ¢ uguale al ret-

tilineo relativo a P ; sieché come mi-
x‘/B\J sura o ampiezza del diedro pud pren-
A D dersi Pampiezza di uno qualunque di
questi rettilinei.

" Un diedro retio ha Pampiezza di 90° [Es. 316].

- L'uguaglianza di duwe diedri st mconosce dallugua-
Alianza dei loro rettilimes

S\s

P | T1 rettilineo relativo ad un altro E
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~ Angoloidi. Triedﬁ. |

146. Sopla, un piano « sia dato un pohg(mo ABUDE,
® sia O un punto fuori del piano. Consideriamo le semi-
vette 04,0B,00,0D, OFE, che congmngono O coi vertici

del poligono, e gli angoli AOB BOO determmatl da

‘due consecutive di quelle semi- : ,
rette, le quali congiungono O

col vertici consecutivi del po-"
hgono ‘

Questi angoli, uscenti dal
comune vertice O, costituiscono B¢
insieme una superficie illimi- / / I \ |
tata, la quale divide lo spazio
in due parti. Ad una di. queste parti appartiene il poli-
gono ABCDE ed ogni semiretta che congiunga O con un
punto del poligono. |
’ La regione dello spazio, che & r1emp1ta. dalla semi-
‘Tette congmngentl O coi punti del pohﬂ'ono dato, chm-'

masi un angoloide di vertice 0. Gli angoli AOB BOG, -
diconsi le facce dell’angoloide.
1.’ ingieme delle facce costitui~
sce il contorno dell’angoloide.
Le rette 04,0B,00,... s8i chia~
mano costole o spigoli. I die-
dri formati dalle facee conse-
cutive a due a due diconsi
diedri dell’angoloide.
Se ’angoloide ha tre facce
;(e tre spigoli) dicesi angoloide triedro o sempheemente
“iriedro; se ha quattro facce (e quattro spigoli) dicesi
angoloide tetraedro; se ne ha cmque angolozde pen-
*taedro ; ecc. :
147 Se un modello d1 cartone di un a,ngolmde, 8i
taglia lungo una eostola, il contorno dell’angoloide si pud
‘aniegara in un niano. come indica la vicina fioura. Cosi
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‘facendo, non si viene a
ricoprire tutto il plano,

A0B. Percio : |
- La somma delle fac-
ce di un angoloide & sem-
pre minore di quatiro
angoli retii.

ESERCIZI

301. Lo scolaro esponga per iscritto, con parole proprie, quali
sono le possibili posmonl di due rette nello spazio.

302. Lo stesso, nei rlguardl delle posmlom di una retta. rispetto :

ad un piano.

303. Lo stesso, nei riguardi delle posizioni reciproche di dua .

pmnl.

304. Quand’ & che una retta dicesi perpendicolare ad un plano ?
Se una retta + non & perpendicolare né parallela ad un piano o od
& O il punto comune ad 7 e ad «, esiste sempre sul piano una retta

uscente da O e perpendicolare ad ». (E la perpendicolare in O al “

piano B condotto per r perpendicolarmente ad «). .
" 305. Dati nello Spazm 4 punti, non giacenti in un piano, qua.ntx
sono i piani che li conglungono a3ad? :

306. Per un punto si pud condurre un sol pmnd perpendlcola,r@

ad una retta. (Se il punto sta sulla retta, la proprietd deriva dalla
Jdefinizione del § 137 ; se il punto & fuori della retta, si conduce da
esso- la, perpendicolare alla retta e ne sia P il piede. Il piano perpen-
dicolare alla retta in P soddisfa alla condizione richiesta). |
307. Dimostrare la prima proprietd del § 140: Se due piani
sono paralleli ogni retta dell'uno & para.llela. all’altro. (Ragionare °

~ per assurdo).

308. Dimostrare la seconda proprleté, del § 140: Due piani

paralleli son sega,tl da un terzo secondo rette parallole (Ragionare

per assurdo).
309. Un piano ed una retta perpendicolari in punti distinti

. ad una medesima retta sono paralleli. (Si tagli il piano dato col plano
‘determinato dalle due rette). :

310. Dimostrare la terza propriatd del § 140: Due piani per-
pendicolari ad una retta sono paralleli fra loro. (Ragmnare per as-
surdo). '

311. Se due planl contengono due rette parallele o essi sono
paralleli oppure s’ incontrano in una retta a quella parallela.

ma soltanto un angolo
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312. Trovare tutte le coppie di rette parallele di due piani che
&’ Incontrano. | S L I
, 313. T1 luogo dei punti equidistanti dagli estremi di un segmento |
& il plano perpendicolare nel punto medio. (Questo piano & generato

" .dalla rotazione, attorno al segmento, dell’asse del segmento sopra

un piano pissante ,f)er questo). . R
314. Fra tutti i segmenti che congiungono un punto P, esSterno

_ad un piano «, coi punti di «, il minore & ‘quello ‘che si & definito come

 distanza del punto dal piano [§ 138} (Si congiunga il piede della

~ perpendicolare da P al piano col piede di un’obliqua).

315. Se una retta & parallela ad un piano, ogni piano paséante

. per essa, che incontri il dato, lo sega secondo una retta parallela

a quella. ' |

316, Un diedro retto ha l'ampiezza di 90°. (Questa proprietd,
enuntiata senza dimostrazions nel § 145, si dimostra osservando
che se un piano divide in due diedri uguali un diedro piatto, la cui

 gostola sia 7, un piano perpendicolare ad r soga i due dledri nei loro

rettilinei, che sono due angoli uguali e adiacenti; eppero retti).
'317. Se due. piani sono perpendicolari, ogni perpendicolare ad -

uno di essi, da un punto P dell’altro, giace su questo. (Proprieté .

enunciata senza g?imostrdzione nel § 144. Si dimostra considerando
1o intersezioni dei due piani con un piano eondotto per P perpendi-

. colarmente alla loro retta comune).

~ 318. Se una retta & perpendicolare ad un piano, ogni piano
condotto per essa & perpendicolare al dato. o
| 319. Piani paralleli staccano su rette parallele segmenti uguali.
320. Due diedri opposti allo spigolo (ciod tali che le facce del-
Puno sono i semipiani opposti alle facce dell’altro) sono uguali. -
 321. 11 luogo dei punti equidistanti dalle facce d'un diedro &

un piano che divide il diedro per metd (piano bisettore).

292, Due triedri opposti al vertice (ciod tali che gli spigoli del-
I'uno sieno i prolungamenti degli spigoli dell’altro) hanno facce e |
driedri uguali. Lo scolaro sia perd avvertito che i due triedri non
gono in generale sovrapponibili. '
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Poliedri.

. Prismi e para]lelepipedi

148. Un solzdo il cui contorno sia formato da ta,ntm
poligoni dicesi un poliedro. Il contorno chiamasi anche

1a superficie totale del poliedro. T poligoni del contorno. .

diconsi le facce, i loro vertici e i loro latii vertici e le
 costole 0 spigoli del poliedro. Due facce diconsi conse-
cutive quando hanno uno spigolo comune. I diedri for-
mati dalle coppie di facce consecutive chiamansi diedri
~ del poliedro. Un vertice del poliedro & comune ad almenc
tre facce. Le facce del poliedro passanti
L per un vertice costituiscono un ango-

/ " Iside del poliedro.

149. Se in un poliedro ABCDEFGHIL
vi sono due facce parallele ed uguali,
dette basi, e le altre facce son paral-
lelogra.mml, ciascun dei quali ha per
coppia di lati opposti due lati uguali
delle basi, il pohedro 8i chla,ma, un.
prisma.

Nel caso della figura le basi sono i pentagoni ABCDE,
FGHIL e le altre facee sono i parallelogrammi 4BGF,
BCOHG,... che si chiamano facce laterali del prisma. Gl
spigoli non situati sulle basi chiamansi sngolz laterali.

L’ insieme delle facce laterali costituisce la superficie

laterale del prisma.
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Ii prisma le@Sl trztmgolare, quadr(mgolare, pentagow'
“male, secondo che le sue basi sono triangoli, quadrangoli, .
pentagoni,... Se le facce laterali sono perpendlcolan alle
- bagi, il prisma dicesi retto.
Altezza di un prisma & la distanza fra, le sue ba.s1
8e il prisma & retto, I'altezza & ugua,le ad un qualunque
~ spigolo laterale.

150, AREA DELLA SUPERFICIE LATERALE DI UN
PRISMA RETTO. Abbiasi un modello di cartone diun prisma-
,retto ABCDEFGH. Colle forbici asportiamone le basi,

i | | cosicche restera la
E T G £ F ¢ H F sola superficio la-
| <‘T | terale. Tagliata poi
11 ‘ , questa, p. es. lungo
; lo spigolo AE, se-

AK/C - ‘ .ne‘ potra fa,z:e .10,._(5

B A B C D A sviluppo, disten-
: | | dendo le succes-
sive facce la,terah in tanti rettangoli consecutivi di un.

_piano. Cosi la superficie laterale si distende in un ret-
tangolo che ha per base un segmento uguale al perimetro-
di una base del prisma e per altezza Daltezza del prisma,
Da cio la

REGOLA. Larea della superficie laterale @un pmsmw\.
yetto ¢ uguale al prodotto delle misure del perimetro duna-
base e dell’altezza. |

Indicate con p,k le m1sure del perlmetro d’una base
o dell’altezza, si ha per I'area della superficie Iaterale la
formula

4 = ph.

Aggiungendo il doppio dell’area di uno dei pohgomf*
‘base si ha larea della superficie totale.

151. Un prisma che abbia per basi due pa,ra.llelo--
‘grammi dicesi un parallelepipedo. Le sei '
facce del parallelepipedo sono a due a-
due parallele ed uguali, onde il parallele-
“pipedo puo esser considerato come prisma
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in tre modi dlverm, prendendo come basu due qua,lanque
facce parallele.

Un paraﬂeleplpedo le cui facce laterali sieno tutti
rettangoli & un particolare prisma retto e si ehmma.'
'pamllelepzpedo rettangelo.

Se poi i 12 spigoli del paraﬂeleplpedo
rettangolo son tutti uguali fra loro, le &

a’u‘i-i»r--_..

[ U
‘\

cesi un cubo.

Piramidi.

152. Tagliamo un angoloide di vertice 0 con un
piano « non passante pel vertice. La porzione dell’ango-
loide che rimane, rispetto al piano segante, da,lla. stessa -
parte del vertice, & un partico- . |
lare poliedro, il quale dicesi |
una piramide. Il punto O chia-
- masi vertice della piramide; il
poligono ABCDE, in cui il pia- ] ___L /
no « taglia I’angoloide, dicesi ( Y
base della piramide ; i trian- / 7 x;
-goli 0AB,0BC,... si chiamano ’
~ facce - lateralz e gli spigoli non g1acent1 sulla base di=
consi sptgol: laterali. 1.’ i insieme delle facce laterali co- -
stituisce la superficie laterale. :

L’altezza della plrannde ¢ la distanza del vertlce'
dalla base.

facce sono quadrati e il parallelepipedo di-

Una pu'amlde dicesi triangolare, quadmngolare, penta— |

B gonaZe, ecc. secondo che la sua base & un triangolo, un

' 0 quadrangolo, un pentagono, ece. |
| '153. Una piramide dicesi regolare se
ha per base un poligono regolare e la per-
pendicolare condotta dal-vertice sulla base

D incontra questa nel centro.

Le facce laterali di una piramide re-
| golare sono triangoli isosceli uguali fra e
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"ioro Essi hanno dunque le altezze ugua.h rlspetto alle
loro basi, che sono i lati della base della piramide. Una
~qualungue di queste altezze si chiama apotema della
piramide,

154. AREA DELLA SUPERTICIE. LATERALE D’UNA PI-
RAMIDY: REGOLARE. Preso un modello di cartone di una
-piramide regolare 0ABCDE, se ne asportila bage colle for-
bici e si tagli 1a superficie laterale, che cosi rimane, lungo
uno spigolo OA. Si potri gllora T A
fare lo sviluppo della superficie -
laterale in un piano. Si ottén-
gono cosl tanti triangoli isosceli
~consecut1v1 e uguali, quante 4
sono le facce. I.’area di uno di P -
questi triangoli & uguale al se- 5 ¢ |
miprodotto delle misure della base e dell’altezza, che év
poi Papotema della piramide. B siccome per ottenere la
superficie laterale quest’area va ripetuta tante volte qua.n-
‘te sono le facce, se ne deduce facilmente la

REGOLA. L'area della superficic laterale di una pira- -
'mzde regolare 2 uguale- al semiprodotto delle mzsure dcl'
perimetro della hase e dell’ apotema. .

- Indicate con p e con a le misure del pemnetro della
base © dell‘apotema, 8i ha per ’area A della superﬁcw
laterale la.formula ,

A =Yspa.

Aggiungendo P'atea della base si ha la superficie totale.

- _leumi di prismi, parallelepipedi e piramidi.

155. La nozione di equivalenza fra superficie [§ 103]
si estende ai solidi. Dati due solidi A4,B, si concepiscano
come recipienti ripieni di un medesimo liquido. Se le
quantith di liquido che riempiono 4,B sono ugual, si
dira che i due-solidi hanno uguali estensioni o che sono
equivalenti, Altrimenti si dird che il solido che eqnmene"
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una magglore quantita d1 hqmdo ha estens:one mag-
giore dell’altro. '
- Valgono per l’equwa.lenza, dei sohd1 le propneté,,
analoghe a quelle indicate nei §§ 104, 105 per I'equi-
valenza di due superficie. Cosl si pud parlare di somma
di due solidi aventi in comune al pm soltanto pafti dei
eontorni, ece. ecc. :

- 156. Si dimostrano, a proposito dell’oquivalenza dei

solidi, le proprietd seguentl, che noi dobbla,mo limitarci |

ad enunciare : |

1) Un prisma @ equivalente ad un parallelepipedo
rettangolo avente base equivalente ¢ uguale altezza. ‘
| 2) Una piramide é equivalente ad un parallelepipedo
rettangolo avente base equivalente e altezza uguale ad un
terzo dell’altezza della piramide.
| 157. Volume di un solido & la misura della sua esten-
gione. Come unitd di misura dei volumi si assume il cubo
costruito prendendo per lato l'unitd di misura delle
lunghezze. Soh’di equivalenti hanno volumi uguali e vi-
ceversa.

- 158. Se si ha da trovare il volume di un sohdo di forma

qua,lunque, gi potrd imaginarlo come un recipiente ri-
_pieno di liquido. Si misurerad allora quanti cubi, p. es.
di un decimetro di lato, e quante unitd decimali di wm
tale cubo, si possono riempire con quel liquido. Si avra.
cosi una misura esatta o approssimata del volume e,
in quest’ultimo caso, tanto pil approssimata quanto pil
piccola & I'ultima unité. decimale con cui si & fatta la
- misura. : ' - |
Oppure si potrd immergere il solido in un hqmdo in
cui esso non galleggi e che non lo attacchi e non lo sciolga.
Se il recipiente che contiene il liquido ha p. es. forma
parallelepipeda rettangola, misurando la base del reci-
piente e 'altezza di cui il liquido si & elevato dopo I’im-
mersione del solido, si potrd facilmente ricavare [ved. it
- guccessivo § 159] il volume del solido.

'159. VOLUME DI UN PARALLELEPIPEDO RETTANGOLO.
Dato un parallelepipedo rettangolo ABODEFQH si chia-
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- mano dimensioni del parallelepi- H c
pedo tre spigoli, come AB,AD, AE, /]
uscenti da un medesimo vertice. E — 7

| Se questi spigoli hanno per lun- :

- ghezze rispettive em 9, em 5, emn 15,

la bagse ABCD si potrd decomporre 1D

in 9 X b centimetri quadrati. Questi ‘,:_f‘;;c;fg;g_.:f
quadratini sono basi di altrettanti |L5ZZfsses)s
cubidi em 1 dilato, che formanoun 4 B

primo strato, al quale se ne pud sovrapporre un secondo'
nugnale, eppoi un terzo, eece., fino ad un quindicesimo, riem- -
piendo cosi tutto il pafa]lelepipedo dato, che & alto cm 15,
‘ Il numero dei centimetri cubi occorsi per riempire
il cubo & dato da (9 X B) ><15=9 ><5 X 15 = 675.

Si ottlene percio la

REGOLA. Il volume di un pamllelepzpedo retttmgolo é
il prodotto delle misure delle sue dimensioni.
( Questa regola vale qualunque sieno. le misure delle
~ tre dimensioni. |
| Se a,b,c sono le misure delle dimensioni del paralle-

lepipedo, la formula che di il volume V &

V = abe. W

160. VOLUME DEL oUuBo. Nel cubo le tre dlmensmm
- sono uguali. Percio si ha la
REGOLA. I1 volume di un cubo & la terza potenza della
mesura del suo lato.
8o I & la misura del lato del cubo, il volume V &
,dunque dato dalla formula.

V=0

da cui, come si sa da,ll’é,ritmetica,, 8i ricava
=)'V,
Vale dunqﬁe la |
"REGoLA. La misura del lato di un cubo é la radioe
oubica del volume. |
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161 VOLUME DI UN PRISMA. Tenuto conto dellw
propmeté, 1) del § 156 e del fatto che sohdl equimlenm
hanno volumi uguali, si ottiene la:
~ Rzeora. Il volume di un prisma é il prodotto del-
" Darea di una base e della misura dell’altezza

Se B & Parea della base e h la quura. dell’altezza,
pel volume V del prisma si ha la formula

V = DBh.

162. VOLUME DI UNA PIRAMIDE. Tenuto conto della.
proprietd 2) del § 156 e del fatto che solidi eqmmlenm
hanno volumi uguali, si ottiene la

RegorA. Il volume di wna piramide é il terzo del
prodotio dell’area della base e della miswra dell’altezza.

Se B & Parea della base e h la misura dell’altezza, si
ha, pel volume V della piramide, la formula |

_Bh
_ B,
ESERCIZI

323. Supponiamo che il prisma retto ABODEFGHIL sia oo-
struito in cartoncino. Tagliamolo con una lama affilata lungo gli spi-

goli BO, 0D, D.EJ, EA, GH HI, IL, LF e lungo lo spigolo AF. 8

/
NN L H
F / ¢ 4 |7 L P
i
e |
4 \_«\“"b BN AN D A B C D .iﬁ A
N
s ¢ E~_~-—¢
D

Vo

'potré. allora spiegare il cartone nel modo indicato dalla seconda

figura, ottenendosi quel che si chiama lo. smluppo della superﬁcw
totale del prisma. Questo svﬂuppo rende evidente la regola del § 150.

_ Viceversa, costruito lo sviluppo in cartoncino, si potra ripiegarlo e



incollarne certi spigoli, in ‘guisa da otte-
- mere il modello in cartone del prisma.
324. In particolare la figura qui ac-
canto fornisce lo sviluppo della super-
ficie totale di un cubo [§ 151]. Viceversa,
costruito lo syiluppo in cartone, si pud
da esso otteners, mediante opportune
piegature e incollature, il medello di un
cubo Esegulre questa costruzione. Il cubo chiamasi anche esaedro
regolare, perché ha 6 facce o tutti gli splgoh le
__ facce, gli angoli, uguali fra loro.
| 325. La figura qui ‘accanto fornisce lo svi-
luppo della superficie totale di una piramide rego-
lare a base pentagonale [§ 154]. Costruire il mo-
dello in cartone di una tal piramide a partire dal
‘suo sviluppo. ‘
_ . 326. T'ronco regolare di piramide & il solido che
_si ottiene tagliando una piramide rego-
~ lare con un piano parallelo alla base e
~ tralasciando, dei due solidi ottenuti,
quello che ha forma di piramide. Lo
sviluppo della superficie totale di un
tronco quadrangolare & dato dalla figura
qui ac¢eanto. Costruire il modello in car-
tone del tronco. Trovare la regola pel
caleolo della superficie laterale e della
superficie totale del troneo. :
327. La ﬁgura, gui sotto, costituita da qua.ttro trmngoh equi-
lateri uguali, & lo sviluppo della superficie totale di una piramide
‘ regolare, la cui base & un triangolo equila-
tero e le cui faccie laterali sono uguali alla
base. Sicché tale solido pud esser conside-
rato come piramide regolare in 4 modi di-
versi, prendendo come base una qualunque
delle facce. Si chiama un tetraedro regolare.
Ha 4 facce ; 6 spigoli ; 4 vertici. Il suo mo-
dello si costruisce dallo sviluppo rialzando
le facce non. tra.tteggla.ta e incollando gli
,eplgoh indicati cogli stessi numeri (1 con 1, 2 con 2, 3 con 3).
- 828. 1l cubo e il tetraedrd regolare sono due dei cinque poliedri .
regolari convessi. Un poliedro si dice convesso quando giace tutto
- da una parte di una qualunque delle sue facce. (I poliedri parti-
colam da noi studiati sono -tutti convessi). Si dice poi che il pohedro
& regolare, quando le facce sono poligoni regolari uguali, i diedri
del poliedro sono uguali {ra loro, o cosi pure gli angolo:dl del pohedro




| . a)’L’otiaedro rego- .
/\ : lare, che ha la forms indi-

cata dalla fig. 1. Lo svi-

/\/\ /\/ luppo della superficie te-
_ \/ - tale (a partire dal quale si

*{%

pud costruire un modello
Ep? - 1"}9 2 del solido) & indicato dalla
v - fig. 2. L’ottaedro ha 8 facce,

che son triangoli equilateri; 6 vertici e 12 spigoli. | '
b) 11 dodecaedro regolare, che ha la forma indicata dalla fig. 3.

Lo sviluppo della sua superficie totale (a partire dal quale si pud

costruire un modello del solido) & indicato dalla fig. 4. I dodecaedre
ha 12 facce, che son pentagoni regolari, 20 vertici e 30 spigoli.

¢) 1.’ icosaedro regolare, che ha la formsa indicata dalla fig. 5.
Lo sviluppo della sua superficie totale (a. partire dal guale si pud
costruire un modello del solido) & indicato dalla fig. 6. L’ icosaedro

Fig6

ha 20 facce, che son triangoli equilateri, 12 vertici e 30 splgoh
329. Due parallelepipedi rettangoli aventi uguali dlmen.mom aono
- uguali. (Si dimostra colla sovrapposizione).
330. Calcolare I'area laterale di un prisma triangolare retto i
cui splgoh della base abbiano le lunghezze di m 0,18 ; m 0, 05 ; m 0,22

~a la el altazza sia A7 wm O 9%



" 331. Calcolare I'area totale del precedente prisma (). -
332. Calcolare l'area totale di un parallelepipedo rettangolo
e cui dimensioni sono di m1,25; m2,38; m0,57. ‘ | ,
'333. Calcolare Parea totale di un cubo il cui lato & lungo m 0,64.
334. Calcolare la lunghezza di una diagonale di un cubo il cui
lato & lungo m 1,32, (Diagonale di un cubo & il segmento che con-
giunge due vertici non appartenenti alla stessa faccia. Si osservi
che una diagonale del cubo & ipotenusa di un triangolo rettangolo
" di cui un cateto & un lato del cubo e un altro cateto & la diagonale
di una faccia). 4 : |
- 335. Calcolare la lunghezza del lato e Parea totale di un cubo
che abbia una diagonale lunga m 2,57. -
336. Calcolare I'area totale di un tetraedro regolare di m 1,42
di spigolo. (Ved. I’ Es. 263 o la tabella dell’Es. 266).
| 337. Calcolare P'area totale di un ottaedro regolare di dm 15,2
di spigolo. (Ved. gli Es. citati sopra). o . o
~ '338. Calcolare Parea totale di un dodecaedro regolare di m 0,73
di spigolo. (Ved. la tabella dell’ Es. 266). “
339. Calcolare l'area totale di un icosaedro regolare di cim 92
di spigolo. (Ved. I’ Es. 263 o la tabella dell’ Es. 266).
340. Calcolare I’ares laterale di una piramide regolare retta &
base quadrata, la cui base abbia un lato di m 0,39, essendo inoltre
m 0,84 la lunghezza di uno spigolo laterale. |

341. Calcolare l'area totale della predetta piramide.

342, Una piramide regolare a base esagonale ha l'apotema
di m 1,16 e lo spigolo della base di m 0,87. Calcolare la misurja. del-
 Paltezza della piramide e I'area totale. (L’altezza & cateto di un trian-
golo rettangolo di cui P'altro cateto & Papotema della base e I’ ipo-
tenusa & l’apotema della piramide). . |

343. Calcolare I'area totale di un tronco regolare di piramide
a base quadrata, conoscendosi le lunghezze dei lati delle due basi
{m 1,43 e m 0,65) e la lunghezza di uno spigolo laterale (m 2,18).
{(Occorre prima calcolare l'altezza di una delle facce laterali, che
& un trapezio isoscele). - o |

~ 344. Calcolare il peso di un cubo d’acciaio di em 7 di lato, sa- .

pendosi che 7,8 & il peso specifico dell’acciaio. '
345. Un cubo di piombo pesa kg23,45. Qual’é la lunghezza
.del suo spigolo, se 11,4 & il peso specifico del piombo ?
346. Quanti mattoni occorrono, trascurando il volume della
malta, per costruire il muro di cinta di un terreno rettangolare,
so si fissa che il muro debba avere un’altezza di m 2,40 e uno spes-

, O Occorre percid applicare la formula (che si dimostra in corsi ulteriori al goo-
- metria) la quale da Parea 4 di un friangolo espressa mediante le misure @, b, ¢ del lath
% ddeemn Aal caminavimoira m =— W (a4 b 4 ¢). Sl ha A: vp(p-a)(p-b)(p-c). :



;
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gore di due teste di mattone ? Il mattone, cosidetto ‘Plemontese N

hs le dimensioni di em 26, cm 13, cm 6,5. La dimensione mtermedxa }
di ecm 13 si chiama la testa del mattone. ‘i .
347. La precipitazione della pioggia durante un vmlento acquaz-
zone di un’ora & di circa mm 15. (Questo wvuol dire che in un vaso
oadrebbe un’altezza di mm 15 d’acqua). Caleolare lo dimensioni di
una vasca para,lleleplpeda, due volte pilt lunga che larga e dell’ares,
laterale di m®6, s’essa deve esser capace di contenere l’acqua, che
piove sopra il tetto d’una casa di m? 250 di planta, anche quando
capita un acquazzone cosi violento. o
 348. Un canale di presa per opificio ha come sezione, con un

_un piano perpendicolare ai bordi, un trapezio di basi m 1,20; m 1,50
e di altezza m 0,80. Qual’ & la portata del canale, se la velocitd del-

Pacqua & di m 0,55 al secondo ? (Portata del canalo & la quantitd
d’acqua che passa in un secondo attraverso alla sezione).. :

349. Un tetraedro regolare di rame pesa Kgz2,5. Qual’s il
lato del totraedro, so il rame ha il peso specifico di 8,8 ? (Occorre tener
conto che 'altezza del tetraedro & cateto dun triangolo rettangolo,
di cui un altro cateto & Papotema della base e I’ ipotenusa ’apotema
del tetraedre, considerato come pmamlde oppure si pub pmﬁttare :

~della tabella del successivo Es.).

- 350. L'area totale 4 e il volume vV di uno dei pohedm regolari -
si posson calcolare mediante la seguente tabella, nella quale I denota
la misura d’uno spigolo del poliedro :

tetraedro A = 1,73200* -V = 0,1178Is
cubo A = 6,00002 V = 1,00000s -
- ottaedro A4 = 3,46411® V = 0,471412
dodecaedro A = 20,645712 V = 7,66311s
icosaedro A = 8,660202 ) V = 2,181602

351. Calcolare I'area totale e il volumse di un tetraedro di m 0,56
di spigolo, mediante la tabella precedente.

352. Calcolare l'area totale e il volume d’'un cubo d1 dm 29, 5
di spigolo, mediante la tabella.
" 863. Calcolare V'area totale e il volume d’un otta.edro regolare
di cm 82 di spigolo, mediante la tabella. | '

364. Calcolare I'area totale e il volume d’un dodecaedro rego-

lare di m 1,47 di ‘spigolo, mediante la tabella.

- 856. Caleolare I’area totale e il volume d’un icosaedro di m 0,93

~ di spigolo, mediante la tabella.

356. Qual’® lo spigolo d’un ottaedro regolare, avente dm‘ 2

i volume ?

357. Calcolare il peso di un pledlstq.llo di granito a forma di

~ tronco regolare di piramide a base quadrata, conoscendo le lun-
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‘ 'ghezze m 1 75, m 1,20 dei lati delle basi, laltezza, di m 2, 60 e il pesc
specifico 2,75 del granito.
358. La. piramide di Cheope, in Egmto, ha per base un qua-

| .drato di m 237 di lato e per facce laterali quattro triangoli equi-

lateri. Calcolarne il volume. (Il calcolo si. pud fare colla tabella
dell’ Es. 350 tenuto conto che la piramide non & che un mezzo
ottaedro regolare, oppure dimostrando anzitutto che laltezza &
uguale alla metd della diagonale della base). '
_ '339. Un recipiente di vetro a forma parallelepipeda rettangols
- ha lo spessore di mm 6 e le dimensioni esterne di cm15, em1¥,
~om 8.. Caleolarne il peso, sapendo che il peso specifico del vetro &
~di 2,56. (Il solido di cui si tratta & differenza di due parallelepipedi-
rettangoli). :
, 360. Di quanto 8’ immerge nell’acqua una tavola di quercia
lunga m 2, larga cm 40, dello spessore di cm4, sapendosi che il -
peso specifico della quercia & di 0,87 (Si tenga conto del prineipio.
di Archiméde dal quale risulta che la parte immersa dovra spostars-
in volume d’acqua di peso uguale a quello della tavola).
361. Quale lunghezza e quale larghezza devon darsi ad un’aula.
~ scolastica per 50 alunni, di m 4 d’altezza, se la. lunghezza dev’essere-
una volta e mezza la larghezza e per ogni alunno occorrono m? 3.
d’ambiente ?



CAPITOLO DODICESIMO
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- Corpi rotondi.

Ci'lindri e coni.

 163. Un czlzndro ¢ il sohdo generato da un rettan-

ggolo EFQGH, che si faccia ruotare attorno ad uno dei suoi N

dati F@. 11 lato fisso FG dicesi asse del cilindro. Il lato

HE, opposto a quello fisso, genera la

a _G// superficie laterale del cilindro e ognuna

N delle posizioni da esso assunte dicesi gene-
ratrice del cilindro.

-t
- ~

Ek 7 alla generatrice HE e all’asse GF, gene-
rano due cerchi, che si chiamano le basi
-del cilindro. La superficie laterale e le basi formano in-
sieme la superficie totale.
L’altezza del cilindro ¢ la distanza G fra le basi. Essa
& uguale ad una generatrice.
Il raggio del cilindro & il raggio di uno dei cerchi base.
164. AREA DELLE SUPERFICIE LATERALE E TOTALE
- D’UN CILINDRO. Preso un modello di cartone di un ci-
~lindro, se neaspor- g __ - g
tino colle forbiei le : | ‘
~ basi e si tagli dipoi
a superficie late-
rale lungo una ge- | - |
neratrice HE. La £ - = —E
superficie laterale s8i pud splegare e distendere in un pla,no :
81 dice che se me fa lo sviluppvo. Questo svilupvo non & .

I lati opposti EF,GH, perpendmolan o
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| che un rettaungolo avente la base d1 lunghezza uguale a
" quella della circonferenza base del cilindro e V'altezza HE

uguale all’altezza del ecilindro. Si ha dunque la

REGOTA. L’area della superficie laterale di un cilindro
@ 4l prodotto delle misure di una circonferenza base ¢ del-
- Valtezza. |

| Indicate con r,h le misure del raggio e dell’a,ltezza
--del ecilindro, ’area A della superﬁme laterale & data dalla

formula |
A = 2nrh.

Aggiungendo il doppio dell’area di una base si ha
1a superficie totale A’ espressa dalla formula :

| A' = 2nrh 4 2nre,
la quale, per la proprietd distributiva, si pud scrivere

| A = 2nr (b4 r).
Da ¢io la ,
| REGOLA. IVarea della superﬂcze totale di un czlmdra _‘
¢ il prodotto della misura @i una circonferenza base per la
somma delle misure del raggio e dell’aliezza.
| 165. Un cono ¢ il solido generato da un triangolo .
- rettangolo VOB, che si faccia ruotare attorno ad un
cateto. Il cateto fisso VO chiamasi asse del eono. 1.’ i xpo-
tenusa VB deserive la superficie late- -
rale del cono e ognuna delle posizioni da
essa assunte dicesi generatrice o apo-
tema del cono. 11 cateto mobile OB de-
serive un cerchio, che chiamasi base del
cono. La superficie laterale o la bage
formano insieme la superficie totale. B
Il punto V, per cui passano tutte
le generatrici, dicesi vertice del cono. La distanza VO
dal vertice alla base si chiama altezza del cono. |
- 166. AREE DELLE SUPERFICIE IATERALE E TOTALE
1_'1) UN CoNO. Da un modello di cartone del cono si asporti
ia base colle forbici e si tagli indi la superﬁcle latera.le ‘

'111'01(!{\ 1mna ceananndnian 7D Qaloonda - 1.
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perﬁcm laterale sopra un piano, siccome bt 1 punti
della circonferenza base avevano la stessa distanza del

%

vertice, lo sviluppo del-
la superficie laterale vie-
ne ad essere un settore
circolare di centro V e
di raggio VB. Ricordan-
do la regola del § 133 se

ne deduce la

REGOLA. L'area della superficie laterale di un cono é il se-
miprodotto delle misure della circonferenza base e dell’ apotem a.

Se » ed a son le misure del raggio e dell’apotema

" del cono, ’area A della superficie laterale vien data

dalla formula
' | 2n?a

A =—

== Tra.

Aggmngendo I’area della base avremo l’area della
auperﬁcle totale, che verrd dunque espressa da

A’ —vtra+nr2___nr( a -t r)=

donde la

2nr (@ r)
2

REGOLA. L’area della superficie totale di un cono é
il semiprodotto della misura della circonferenza base per la
somma delle mzsure dell’apotema e del raggio. |

k.

- Sfera.

. \ X .
167. La sfera & il solido generato da un semicerchio,

- che ruoti attorno al suo diametro MN. La semicircon- -
ferenza MPN del semicerchio, ge- :

‘nera il contorno totale della sfera,
she si chiama superficie sferica. 1l
‘diametro, il raggio e il centro del se-
" micerchio mobile chiamansi diame-

tro, raggio e centro della sfera.

Tutti © punti della superficie sfe-
riea hanmo dal centro distanza uguale

- al wvanmio.
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b

168 Un piano pud avere rlspetto ad una sfera tre

- distinte posizioni, e ciod:

1) Non meontmre a,ffa,tto la sfera. Il pmno “dicesi
‘esterno. .

2) Incontra,re la sfpra, in un punto. 11 pmno di-
cesi tangente e (uel punto si chiama punto di contatto.

ki

3) Incontrare la sfera seeondo an cerchio. T

pla.no dicesi secante.
- Fra i piani secanti quelh che passano pel centro
gegano la sfera secondo i suoi cerchi massimi.
~ Un piano tangente & perpendicolare al raggxo della
sfera che passa pel punto di contatto.

Una sfera puo esser considerata eome superﬁme di

rotazione in infiniti modi diversi, prendendo come retta

fissa (asse di rotazione) uno qualunque dei suoi diametri.

A 169. 11 confronto fra le estensioni delle superficie si

-pué fare non soltanto quando trattasi di superficie

piane, ma anche di superficie curve. ,
Oosi, nel caso del cilindro e del cono, a,bbmmo con-

frontato le estensioni delle loro superficie laterali colle

-estensioni di superficie piane (un rettangolo ed un settore

) clrcolare), facendo lo sviluppo di quelle superficie curve

in un piano. Per la sfera nulla di analogo & possibile,

perchd . nessuna parte della superﬁcze sfenca 81 pud

~ gviluppare in un piano. -
: Tuttavia il confronto fra Destensione della super-
ficie sferica e l’estensione di una superficie piana deriva
dalle medesime considerazioni intuitive esposte nel § 103
o da altre simili.
Per esempio, 8e lmmgmmmo la superﬁc1e sferica
~ di sottile lamiera metallica, possiamo di certo trovare

un _pezzo piano. (p. es. rettangolare) di lamiera perfetta-

',,mente uguale, che pesi ugualmente. Allora il pezzo
piano avry estensione uguale & quella della superficie

gferica ; se pesame di pilt o d1 meno avrebbe estenswne‘

‘maggzore 0 minore.

- 170. ArmA DELLA SUPLRI‘IO]’E SFERICA. In un primo |

studio della geometria non & possibile di dare un’idea
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‘meppure approssimata del come si riesca a trovare geo-
metricamente una superficie piana avente la stessa .

estensione della superficie sferica. Oceorre percm che ci

limitiamo ad enunciare la

REGOLA. L’area di una superficie sfemcw e uguale & w

quella di un cerchio di raggio doppio.

Se r ¢ il raggio della sfera, 2r & il raggio di un cer--
chio di raggio doppio a quello della sfera, w(2r)% & 1'area.
di questo cerchio ; onde I’area A della superficie sfemcag.
& espressa dalla formula.

A = (27)? = dnye,

Da questa formula si ricava

" ro— A VA
o si ottiene la,

REGOLA. La misura del raggio d’una superﬁcw sfe-
rica & la metd della radice quadrata del quoto dell’area della.
- superficie per . -

Volumi di cilindri, coni, sfere.

171. VoLUME DI UN CILINDRO. Siccome si possono
costruire prismi retti contenuti in un cilindro e diffe-
renti di pochissimo da questo, ricordando la regola.
del § 161 diviene intuitiva la ' |

REGOLA. Il volume di un cilindro & uguale al prodotio
well area i una base per la miswra dellaliezza. |
- Se 7,h sono le misure del raggio e dell’altezza del
cilindro e V & il volume di questo, si ha dunque lw,

f@rmula,
¥V =mreh.

. 172. VoLUME DI UN coNo. Siccome si posson co-
struire piramidi regolari contenute in un cono e diffe-
- venti di pochissimo da questo, ricordando la regola» -
el § 162, d1v1ene intuitiva la | o
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REGOLA. Il volume di un como ¢ uguale a un terzo- |
* del prodotto dell’area detla base per la misura dell allezza.

Se 7,k son le misure del raggio e dell’altezza dek
cono, il volume V & dunque dato dalla formula:

nrzh
3

178. VOLUME DELLA SFERA. Slccome si posson co-
‘gtruire poliedri contenuti nella sfera, differenti di pochis-
simo da questa, e composti ognuno da tante piramidi:

- aventi per vertice il centro della sfera e per basi le facce

del poliedro, ricordando la regola, del § 162, diviene in-
- tuitiva la -

REGOLA Il fvolume della sfem é uguale ad un terzo-
del prodotio dell’area della, superﬁcw sfema ver la mi-
sura del raggio. , -
A Se r & il raggio della sfera, risulta dunque pel volume-
V la formula
| dmr? X r 4

or

Da questa formula si ricava :
¥

- :g_—%

la quale permette di calcolare il raggio d1 una sfem di-
dato volume.

ESERCIZI

362. Ca,lcola,re Pares laterale e totale di un cllmdro di m 0,767-)
di raggio e di m 2,32 d’altezza.
363. Calcolare il volume del precedente cilindro.
: 864, L’area totale di un cilindro & di m?4,57. Il raggio della.
base & di m 0,89. Qual’ & laltezza del cilindro ?
| 885. Calcolare le aree laterali dei cilindri generati da un retta.n-
. golo i cui lati consecutivi son lunghi m 8 e m4, quando il rettangolo.
ruots attorno all'uno o all’altro dei lati. Le due aree sono ugua.h., '
Perohé ? - |
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866. Calcolare i volumi de1 cilindri consldera.tl nell’ Es preo.
Fssi stanno nel rapporto 4 : 3. Perche ? :

487. Trovare il ra,gglo d’un cerchio eqmvalente alla superficie
1atorale d'un cilindro la cui altezza & m 1,80 e il cui raggio & m 0,75.

388, L'area laterale di un cilindro, di m 2,37 di altezza & di
.m? 10,70. Segare il ‘cilindro con un piano parallelo alla base in modo
. «¢he una delle due parti in cui resta divisa la superficie latorale sia
erulvalente ad un cerchio di raggio m 0,82. : :

869, Calcolare I'altezza e il raggio di un cilindro avente l'area '
totale di m?* 4,65, sapendo che la superficie la,terale é1i 4/5 del cer- -
«¢hio base.

-~ 870. Calcolare il volume d’un cilindro di m 2, 30 d1 a.ltezza e
4i m 0,45 di raggio. '

371, Oaloolare il volume di un cilindro di m 1,15 di altezza,
.sapendo che la circonferenza base & lunga m 2,60.

~ 872. Qaleolare il raggio e l'altezza di un cilindro avente 10 stesso
~ volume di un c¢ubo di em 40 di lato e l’a,rea, laterale uguale all’area

totale del cubo. -
' -878. Quanto tempo occorre per vuotare un pozzo cilindrico di
m2 di diarmetro, contenente un'altezza di m 2,20 d’acqua, mediante
una pompa avente una portate di 2 litri al secondo ? 4

874, Tn un cilindro di vetro di cm 5 di diametro base interno
- contenuta soqua fino all’altezza di m 4. Di quanto si solleve 'acqua

golando, se il peso specifico del ghiaccio & di 0,92 ?

875. Qual’' & il volume della terra che si deve rimuovere per
#cavare un pozzo cilindrico di m 1 ,60 di diametro e di m 14 di
- profondith ! S ' |

876. Por infsurare il volume di un cristallo minerale, msolublle, ;
nell'acqua, lo sl immerge in un bicchiere cilindrico di vetro di dia-
metzo base interno di om 7,4, contenenté acqua. Si determina indl
lu quantitd d’acqua spostate dal cristallo, misurando di quanto &
sumentata 'altezza dell’acqua nel bicchiere. 8e 'aumento & di inm §,
qual’ & il volume del eristallo ? - e

" 877. Quanto pesa un cilindro di ghlsa, di ragglo m 0,25 o di
altezza tripla, se il peso specifico della ghisa & 7,3 1 .

878. Quall dimensloni esterne dovrd avere un silos per grano -
di forma cilindrica, di altezza quadrupla del raggio base, se deve
contenere Ql 10000 di grano, essendo O, 80 11 peso specifico medio
del grano ? .

- 379. Una conduttura cilindrica in ghlsa ha la lunghezza. di
m 8, lo spessore delle pareti di mm 12 e il diametro interno di om 80.

Caleolarne il peso, tenuto conto che il peso specifico della ghisa & 7,3,
' 880. Con un rettangolo di lamiera i cul lati consecutivi hanno
lo lunghozzo dl m 0,33 ¢ dl m 1,25 sl & formata la superficie laterale
dl un cilndro del quale si domanda il volume. |
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~ 3881. Be si versano g 750 di &cqua in un recipiente eilindrico '
~ di sufficiente altezza e di diametro mtemo em 7,2, s quale altezza
arriverd Pacqua ?
- 382. Quale pressione totale espressa in kg eserclta Pacqua sul
. fondo di una cisterna cilindrica di m 4,20 di dlametro, se Iacqua
‘arriva a m 2,75 d'altezza ?
383. Un tubo di baromsetro ha un diametro interno di om0
e il mercurio arriva a cm 76 d'altezza. Calcolare il peso del morenttio,
’ tenuto conto che il suo peso speclﬁco & di 13,57.
384. Determinare la pressione a,tmo:.fenca per cm?, eomspon-
‘dente alla predetta altezza barometrica.
| 385. La somma del raggio e dell’altezza d1 un cilindro & di
m 4,52, e inoltre il rapperto fra raggio e altezza & uguale a 8/4. Cal-
colare I'area totale e il volume del cilindro. ' _
386. Calcolare I'area laterals di un cono la cui base ha un raggio
di cm 4,5, Papotema essendo di dm 2,3.
387. Calcolare il volume del cono precedente. (Ricavare prima
1’a,ii;eua) - : :
388. Caleolare P'area totale di un cono la cui bage ha un raggio
di m 1,65 e la cui altezza & di m 2,20.
‘ 389. Calcolare il volume di un cono la cui superﬁcle laterale si .
_sviluppa in un settore circolare di m 0,93 di ra,gglo, con un angolo'
al centro di 135°.
390. Calcolare P'apotema e I'area laterale di un cono alto m 2, 38
e con una circonferenza base di m 4,52.

" 391. Un campanile finisce a cono, e la parte conica & coperta

 da un tetto di lamiera di mam 3 di spessore. Si domanda il pem

della lamiera occorsa per costruire il tetto, se il cono ha m 8,2

- di diametro e un’altezza di m 11,20 e lo zinco ha il peso. spa-
~ oifico 7.

392. Un cono si dice eqmlatero quando ha. Papotema wugualo
- al diametro della base. Data 1’a.1tezﬁa determinare area la,tera.le,
area totale e volume del cono. :

393. Se un cono si taglia con un piano paraHelo alla base e si
‘tralascia quella delle due parti che & un nuovo cono (pih picecolo);
la parte rimanente si chiama un tronco di cono. La superficie totale
del tronco consta di due cerchi detti basi e della superficie laterale.
Le porzione di apotema del cono primitivo appartenente alla super-
- ficie laterale del tronco, si chiama apotema di questo. Dimostrare
che P'area laterale di un tronco di cono & il prodotto della semisommma
delle lunghezze delle circonferenze basi por la misura dell’apotema.
~{8i consideri la superficie laterale del tronco come diﬁex'ema delle
mparﬁcm Iai;emh di due csrti coni),
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394. Un paralume a formsa di tronco di cono ha i raggi delle
basi di cm 21 e di ecm 14 e 'apotema d1 cm 24. Qual’ & ares dell& -
sua superficie ? : '

395. Il volume diuntronco dicono é espresso da ¥4 wh (r’+ re’ 1'%},
ove h,,r son lo misure dell’altezza o dei raggi delle basi. (Altezza
d’un tronco di cono & la distanza delle basi). Ammessa questa regola,

salcolare la capacitd di un tino a tronco di cono, i cui diametri interni - - .

dolle basi sono di m 2,656 e di m 1,90 e la cui apotema édim 2,20.

396. Uno ziro da olio, a tronco di cono, ha i diametri delle due -
~ leasi di om 56 e di cm 90 e la profonditd di ecm 85. Qual’é il pesvo
~ dell’olio d’oliva contenuto, se il peso specifico dell’olio & di 0,93 ?

397. Un pagliaio é alto m 8. La parte inferiore, fino all’altezza
di m 5,50 & di forma cilindrica,col raggio di m 4,70, mentre la parte
superiore & conica. Qual’ é il volure della paglia ?

398. Area della superficie di una sfera avente il raggio di m 0,72.

899. Volume di una sfera di raggio m 2,56.

400. Raggio di una sfera la cui superficie & di m?*4,67.

401. Raggio di una sfera il cui volume & dm?3 6.

402. Volume di un cubo inscritto in una sfera di m 0,27 di raggio.

» 403. Calcolare a meno di Km? 1 per difetto, I'area della super-

" ficie terrestre, supposta sferica, sapendosi che il metro & la quarante-
milionesima. parte del meridiano terrestre.

404. Le parti in cui una sfera vien divisa da un piano sec_a.ntd L
ehiamansi segmenti sferici o lo parti in cui la superficie della sfera &

divisa da quel piano, chiamansi calotte sferiche. Si chiama segmento
sferico a due basi la parte di sfera compresa fra due piani seganti
paralleli e zona sferica la parte di superficie della sfora compresa
- fra gIl stessi pla.m La parte di diametro della sfera perpendicolare
al piano od ai piani secanti, contenuta nel segmento @& una base o
nel segmento a due basi, chiamasi allezza del segmento e della calotta
o zona relativa. | , | |

405. L’area di una calotta o di una zona é il prodotto delle
misure d*una circonferenza massima della sfera o dell’altezza della
“ealotta o zona. Ammessa questa regola si risolvano i problemi seguenti. .

406. Ares di una calotta di altezza m 0,25 in una sfera dl' '
m 0,68 di raggio. :

407. Area di una zona di altezza. m 0,32 in una sfera di m0,96 :
i rag«rlo ‘

408. Altezza di una calotta di m?0,50 in una, sfora d1 m 0, 62 |
di raggio.

409. Il volume di un segmento sferico & una base & dato dalla ;

formula ’/2 wh (Y3h* 4 r), ove h,r son le mlsure dell’altezza e clfsfI
raggio della base. |
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410. A.mm«assa la regola precedente determmare il volume ai
‘un segmento sferico a una base di altezza m 0,27, in una sfera. da
. m 0,76 di raggio. :

411, Qual’ & I'altezza del segmento sferlco che resta lmmers&
~ mell'acqua, se una sfera galleggiante hail ragglo di cm 20 e pesa kg0t
(81 ricordi il principio di Archimede).
§ 412. Con due sfere metalliche aventi i diametri di m 0,22 ;
~ m 0,37 si ricava per fusione un’ altra, efera Qual’ & il diametro dﬁﬂa

afera rxca,vata,
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